
1. fejezet

Halmazok és függvények

Már a matematika tagozatos óvodában a fejünkbe vésték: a halmazokat az
elemeik határozzák meg, két halmaz csak úgy különbözhet egymástól, ha
az egyiknek van olyan eleme, amelyik a másiknak nem eleme. Ebben a fe-
jezetben azt érzékeltetjük, hogy a halmazok nemcsak úgy mutatkozhatnak
be, hogy elárulják, mi van a kapcsos zárójelek között, hanem úgy is, hogy
közlik: milyen függvények értelmezhet®k rajtuk � milyen nyilakat l®nek ki �,
és milyen függvények érkeznek beléjük, azaz milyen nyilak találják el ®ket.
Ha két � esetleg különböz® módon megadott � halmaz egyenl®, akkor nyil-

ván ugyanazok az elemeik. A meghatározottsági axióma1 ennek a megfor-
dítását állítja: ha két halmaz elemei ugyanazok, akkor a két halmaz egyenl®.
Ha tehát két � különböz® módon megadott � halmaz egyenl®ségét akarjuk bi-
zonyítani, akkor ezt eldönthetjük pusztán egy �bels® ellen®rzéssel�, az elemek
vizsgálatával, �kifelé� nem kell kutakodnunk, nem kell például megvizsgál-
nunk, hogy halmazaink mely halmazoknak elemei. (Világos persze, hogy ha
van olyan G halmaz, amelynek az E halmaz eleme, az F pedig nem, akkor E
és F különböz® halmazok.)
Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy nagyon sok alapvet® fogalom értel-

mezéséhez elegend®, ha a halmazokat csupán �kívülr®l� vesszük szemügyre.
A küls® néz®pont fókusza egy E halmaz esetében az lesz: milyen függvények
értelmezettek E-n, illetve milyen függvények érkeznek E-be.
Lássunk egy példát. Hogyan jellemeznénk az egyelem¶ halmazokat? Az

∈-alapú meghatározás a következ®: az E halmaz egyelem¶, ha van olyan A
halmaz, hogy E = {A}. Az egyelem¶ halmazokat azonban azzal a tulajdon-
ságukkal is de�niálhatjuk, hogy bármely halmazból pontosan egy függvény
érkezik beléjük � nyilván egy konstans függvény.

1Az axiomatikus halmazelméletetr®l a fejezet végén adunk egy rövid összefoglalót.
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A halmazok világáról tehát különböz® alapszínekb®l festhetünk képeket.
A képek egyik része az ∈ reláción alapul, amelynek alapvet® tulajdonságait
a Zermelo�Fränkel-féle axiómák rögzítik. Az alternatív képekhez �csupán�
függvényeket használunk. A csapos persze azonnal közbeszól: a függvények
is halmazok! És természetesen igaza van, a �hivatalos� halmazelméletben
valóban így áll a dolog. Válaszunk a következ®. Amikor az ∈-alapú képeket
festjük, akkor alapszíneink az ∈ reláció alapvet® � ha nem vagyunk naivak,
akkor axiomatikusan rögzített � tulajdonságai. Miért ne cserélhetnénk le
ezeket függvényekre vonatkozó �alapigazságokra�? Valamib®l így is, úgy is ki
kell indulnunk, elvégre a semmib®l csak légvárat lehet építeni.1

1.1. Relációk, függvények

A halmazokra vonatkozó � az általános m¶veltség részét képez® � legalap-
vet®bb jelöléseket ismertnek tekintjük.2 A függvény fogalmának értelmezé-
séhez szükségünk van két halmaz Descartes-féle szorzatának de�níciójára,
aminek alapja a rendezett pár fogalma. Kezdjük tehát az elején.

Rendezett párok. Descartes-féle szorzat

Az 〈u, v〉 rendezett párt így értelmezzük:

〈u, v〉 =def {{u}, {u, v}}

A rendezett párok alapvet® tulajdonsága: 〈a, b〉 = 〈c, d〉 pontosan akkor,

ha a = c és b = d.

1.1.1. Igazoljuk! [Az egyik irány triviális; a másik egy egyszer¶ esetszétválasztás,
és azon alapul, hogy egy kételem¶ halmaz nem lehet egyenl® egy egyelem¶vel.]

1.1.2. A fenti de�níció Kuratowskitól származik; az �alapvet® tulajdonság� a Wiener-
féle 〈u, v〉 =def {{∅, {u}}, {{v}}} de�nícióval is igazolható. Bizonyítsuk be!

A Descartes féle szorzat tehát többféleképpen is meghatározható, a külön-
böz® de�níciók lényegében ugyanazt adják meg. Arra, hogy mit is jelent ez
a �lényegében�, a következ®kben még sokszor visszatérünk.

1Elnézést kérünk a meggy®z®déses Heidegger-követ®kt®l.
2Azt, hogy az a halmaz a b halmaz eleme, így jelöljük: a ∈ b. Az ∈ jel egy stilizált

görög epszilon (ε), a görög létige els® bet¶je: a ∈ b tehát �azt mondja�: a (�van�) egy
b. A jelölést Giuseppe Peano vezette be, aki után a természetes számok � valójában
Dedekindt®l származó � axiómáit elnevezték. Azt, hogy az E halmaz részhalmaza az F
halmaznak E ⊆ F, az ürest halmazt ∅, az E és F halmazok metszetét E∩F, uniójukat E∪F
jelöli.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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Kett®r®l könny¶ háromra jutni: a rendezett hármasokat így értelmezzük:

〈a, b, c〉 =def 〈〈a, b〉, c〉

Világos, hogy általában 〈〈a, b〉, c〉 6= 〈a, 〈b, c〉〉 A rendezett négyesek, ötösök
stb. értelmezése hasonlóan megy.
Az E és F halmazok Descartes-szorzata azoknak a rendezett pároknak a

halmaza, amelyeknek els® eleme E, a második pedig F eleme. Ezt a halmazt
E× F jelöli:

E× F =def {〈e, f〉 : e ∈ E és f ∈ F}

1.1.3. Legyen E egy halmaz. Melyik halmaz az {E}× {E} Descartes-szorzat?

Relációnak nevezünk minden olyan halmazt, amelynek elemei rendezett
párok. Ha egy R reláció olyan rendezett párokból áll, amelyek els® tagja az E,
a második az F halmaz eleme, akkor nyilván R ⊆ E× F. Ha pedig R ⊆ E×E,
akkor R-t az E halmazon értelmezett relációnak nevezzük.
Azt mondjuk, hogy az R ⊆ E×F reláció függvényszer¶, ha R olyan rende-

zett párokból áll, amelyeknek (i) els® tagjai közt E valamennyi eleme szere-
pel, mégpedig (ii) mindegyik pontosan egyszer. Úgy is fogalmazhatunk: relá-
ciónk az E halmaz minden eleméhez �rendel� egy F-beli elemet; ha 〈e, f〉 ∈ R,
akkor azt mondjuk, hogy R az e-hez f-et rendeli.

A függvény fogalma

Minden rendelkezésünkre áll immár a függvény fogalmának meghatározásá-
hoz. Egy függvény megadásához három dolog kell: (i) egy halmaz, mondjuk
E, (ii) még egy halmaz, mondjuk F (nem zárjuk ki, hogy E = F), és (iii)
egy R ⊆ E × F függvényszer¶ reláció. Ha mindhárom dologra szükségünk
van, akkor értelemszer¶en azt mondhatjuk (és azt is mondjuk): a szóban
forgó függvény egy 〈E, F, R〉 rendezett hármas. Az E halmazt a függvény
értelmezési tartományának, az F-et a függvény érkezési halmazának, az
R relációt pedig a függvény gra�konjának nevezzük.
Ha f az 〈E, F, R〉 függvény, akkor az f : E −→ F jelölést használjuk; ha e ∈ E,

akkor az f által e-hez rendelt F-beli elemet f(e) vagy fe jelöli; ilyenkor azt
mondjuk: fe az e argumentumhoz tartozó függvényérték. Magát a �szabályt�
gyakran e 7→ fe formában adjuk meg.
Értelmezhet®-e függvény az üres halmazon? Tetsz®leges F halmaz esetén,

ha f : ∅ −→ F függvény, akkor az f = 〈∅, F, Rf〉 hármasban Rf csak az
üres halmaz lehet. Ebben az egyetlen esetben állíthatjuk ugyanis, hogy Rf

minden eleme olyan rendezett pár, amelynek els® tagja az ∅ halmaz, a
második tagja pedig F eleme, és hogy az els® tagok között ∅ minden eleme

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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pontosan egyszer jelenik meg.1 Összefoglalva: tetsz®leges F halmaz esetén

pontosan egy, az ∅ halmazon értelmezett, F-be érkez® függvény létezik.

Ez a tulajdonság ráadásul az üres halmazt egyértelm¶en meghatározza �
ha egy halmaz olyan, hogy tetsz®leges F halmaz esetén pontosan egy, rajta
értelmezett F-be érkez® függvény létezik, akkor az illet® halmaz csak ∅ lehet.
Elvégre ha E nem üres, akkor egy kételem¶ F halmaz esetén legalább kett®,
E-n értelmezett, F-be érkez® fügvény biztosan létezik.

1.1.4. Mikor létezik pontosan kett® darab E −→ F függvény?

1.1.5. Függvény-e a 〈∅,∅,∅〉 hármas?

Iménti meg�gyelésünk párja a következ®: ha a T halmaz egyelem¶, akkor
tetsz®leges E halmaz esetén pontosan egy, E-n értelmezett, T -be érkez® függ-
vény létezik. (Az a konstans függvény, amelynél minden �függvényérték� a
T halmaz egyetlen eleme. Világos, hogy konstans függvény minden nemüres
halmazba érkezhet, egyelem¶ halmazba pedig éppen egy.) Ez a tulajdonság
az egyelem¶ halmazok �karakterisztikus tulajdonsága� � ha egy halmazba
bármely halmazból pontosan egy függvény érkezik, akkor biztosak lehetünk
benne: a halmaz egyelem¶. (Ha E-b®l két különböz® függvény érkezne T -be,
akkor ezeknek E legalább egy eleméhez különböz® T -beli elemeket kellene
rendelniük � ha T -nek csak egy eleme van, akkor ez �mission impossible�.)

1.1.6. Legyen T egyelem¶ halmaz. Az el®bbiek szerint pontosan egy ∅ −→ T

függvény létezik � melyik ez a függvény?

1.1.7. Legyenek f, g : E −→ ∅ függvények. Mit mondhatunk ekkor E-r®l, illetve
f-r®l és g-r®l?

Annak idején azt tanultuk: az E halmazon értelmezett, az F halmazba
érkez® függvényeket olyan �szabályok� adják meg, amelyek alapján E minden
eleméhez �hozzárendelhetjük� az F halmaz pontosan egy elemét. Az E halmaz
elemei ekkor az inputok, az outputok pedig mind F-beliek. Az iménti de�níció
nem magát a szabályt � a �dinamikát� �, hanem a szabály alkalmazásának
végeredményét tartja szem el®tt; �ugyanazt� a függvényt több különböz®
�szabállyal� is megadhatjuk.
A függvények tehát 〈E, F, Rf〉 rendezett hármasok. Valaki felvethetné: az

F halmaz megadására igazából nincs szükség � ha az E halmaz minden ele-
méhez hozzárendelünk valamit, akkor ezek a �valamik� automatikusan egy

1Az üres halmaz minden eleme zöld � aki ezt cáfolni akarja, annak igazolnia kell, hogy
az üres halmaz létezik legalább egy nem-zöld eleme. De az üres halmaznak semmilyen
(így nem-zöld) eleme sincs. . .

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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halmazt alkotnak, amelyet � vagy valamely, ®t tartalmazó halmazt � nem
kell el®zetesen rögzítenünk. Így például ha függvényünk a nemnegatív va-
lós számokhoz a négyzetgyöküket rendeli, akkor nincs sok különbség, ha az
érkezési halmaznak a nemnegatív valós számok, vagy az összes valós szám
halmazát tekintjük. Erre azt válaszoljuk: számos olyan eset van, amikor nem
árt �el®re� rögzíteni, miféle objektumok is az outputok. Ennél is fontosabb
azonban, hogy a függvényekkel kapcsolatos fontos fogalmak � például a szür-
jektivitás � a �lecsupaszított� függvényfogalommal nemigen értelmezhet®.
De ne rohanjunk ennyire el®re. Az egzotikus nev¶ függvénytulajdonságok-

nál vannak egyszer¶bb konstrukciók is. . .

1.2. Identitások, kompozíciók

Az E halmaz ∆E diagonálisa azoknak a rendezett pároknak a halmaza,
amelyeknek els® és második tagja az E halmaz ugyanazon eleme, azaz

∆E =def {〈e, e〉 : e ∈ E}.

Nyilvánvaló, hogy az 1E = 〈E, E,∆E〉 hármas tetsz®leges E halmaz esetén
függvény. Ezt a függvényt az E halmaz identikus függvényének nevezzük,
1E tehát E minden eleméhez önmagát, azaz a �vele identikus� E-beli elemet
�rendeli�.
Legyenek f és g olyan függvények, hogy f érkezési halmaza megegyezik g

értelmezési tartományával; például: f = 〈E, F, Rf〉 és g = 〈F,G, Rg〉. Ilyenkor
� és csak ilyenkor! � értelmezhet® a két függvény � g ◦ f-fel jelölt � kompo-

zíciója : g ◦ f = 〈E,G, Rg◦f〉, ahol

Rg◦f = {〈a, b〉 : a ∈ E és b = g(fa)}.

Ha nem okoz félreértést, akkor a g ◦ f kompozíciót egyszer¶en gf jelöli.1

1.2.1. Legyen E az emberek halmaza. Az f : E −→ E függvény hozzárendelési
szabálya: x 7→ x apja; az m : E −→ E függvényé pedig: x 7→ x anyja. Mit (kit)
adnak meg az f ◦ f, m ◦m, f ◦m, m ◦ f függvények?

A kompozícióképzés tehát nem kommutatív m¶velet2, azaz f ◦ g és g ◦ f
még akkor sem feltétlenül ugyanaz a függvény, ha mindkett® jól de�niált (ami

1Vannak szerz®k, akik a fordított sorrendet követik, azaz ami nálunk gf, az náluk fg.
Figyeljünk erre, amikor a szakirodalmat böngésszük!
2Jegyezzük meg itt, hogy a szó szoros értelmében nem m¶veletr®l van szó, elvégre egy
E halmazon értelmezett (kétargumentumú) m¶velet általában egy E× E −→ E függvény,
amely tehát E×E minden eleméhez megadja az outputot. Két tetsz®leges függvény kom-
pozíciójának pedig nincs mindig értelme.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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kizárólag akkor fordulhat el®, ha a két függvény értelmezési tartománya és
érkezési halmaza megegyezik).
Egy másik fontos tulajdonsággal mindazonáltal a kompozíció is rendelke-

zik: ha adottak az

A
f // B

g // C
h // D

függvények, akkor h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f, a kompozícióképzés tehát asszo-

ciatív. Ennek igazolásához � mivel a h ◦ (g ◦ f) és a (h ◦ g) ◦ f függvény
értelmezési tartománya és érkezési halmaza megegyezik � elég azt belátni,
hogy az A bármely a eleméhez ugyanazt a D-beli elemet � jelesül h(g(f(a)))-
t � rendelik.

1.2.2. Mutassuk meg, hogy valóban így van!

Ha tehát van egy háromtagú h ◦ g ◦ f kompozíciónk, akkor zárójelekre
valójában nincs is szükség. Ez általánosan igaz: tetsz®leges f1 ◦ f2 ◦ . . . ◦
fn kompozícióban csak az fi függvények sorrendje számít, a zárójelek nem
osztanak és nem szoroznak.

1.2.3. Ezt a tényt néha mint az általános asszociativitási szabályt emlegetik. Bi-
zonyítsuk be! [Teljes indukcióval.]

Lássuk, mi az ábra! A kompozíció assziciativitása miatt akármelyik úton
�megyünk� A-ból D-be, ugyanazt a függvényt adjuk meg.

A
f //

g◦f ��??????? B

g

��

h◦g

��@@@@@@@

C
h
// D

Ilyenkor azt mondjuk, hogy a diagram kommutatív. Kommutatív diag-
ramokkkal � ebben a könyben legalábbis � lépten-nyomon találkozunk, de
jegyezzük meg már most, hogy egy �diagram� általában nem kommutatív.

Ha például d minden természetes számhoz a nála hárommal, z a kett®vel, s
a hattal, a pedig a nyolcal nagyobbat rendeli, akkor a

N d //

s

��

N
a

��
N z

// N

diagram nem kommutatív: a jobbra-lefelé kapott kompozíció minden szám-
hoz a nála 11-gyel nagyobbat, a lefelé-jobbra kompozíció viszont minden

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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számhoz a nála nyolccal nagyobbat rendeli.1

Az identikus függvényekkel alkotott kompozíciók meglehet®sen egysze-
r¶ek. Tetsz®leges f : A −→ B és g : B −→ C függvények esetén 1B ◦ f = f és
g ◦ 1B = g, a következ® diagram tehát kommutatív:

A
f //

f

��

B

g

��
1B

���

�����

B g
// C

Az identikus függvényeket �kompozíciós hatástalanságuk� egyértelm¶en
meghatározza. Ezen a következ®t értjük: ha x olyan B −→ B függvény, hogy
tetsz®leges f : A −→ B és g : B −→ C függvények esetén x◦f = f és g◦x = g,
akkor x = 1B.

1.2.4. Igazoljuk, hogy valóban így van! Vizsgáljuk meg külön azokat az eseteket,
amikor B az üres, illetve egy egyelem¶ halmaz!

1.2.5. Ha tehát egy B −→ B függvény balról és jobbról egyaránt hatástalan min-
den kompozícióra, akkor csak az identikus függvény lehet. Elegend®-e ugyanehhez
a konklúzióhoz csak a balról, vagy csak a jobbról való hatástalanság?

1.3. Hol is tartunk?

Általában nem szokás néhány oldal után összefoglalni az eredményeket, és
ezt a szokást ebben a könyvben is megtartjuk. A kés®bbiek szempontjából
azonban mégis hasznos, ha rögzítjük a halmazok és függvények univerzumá-
nak �legalapvet®bb� törvényeit.
A függvények mindig két � nem feltétlenül különböz®, de egyértelm¶en

adott � halmaz között haladnak. Azt, hogy az f függvény az A és a B halmaz
között halad, így jelöljük:

A
f // B

Ha az f függvény abba a halmazba érkezik, amelyen a g értelmezve van,
azaz vannak olyan A, B és C halmazok, hogy

A
f // B

g // C,

akkor f és g egyértelm¶en meghatározzák az

A
g◦f // C

1Szokás szerint a természetes számok halmazát N, az egész számokét Z, a racionális
számokét Q, a valós számokét pedig R jelöli.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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kompozíciót (�összetett függvényt�).
Ha f, g és h olyanok, hogy g onnan indul, ahova f érkezik, és oda érkezik,

ahonnan h indul, azaz vannak olyan A, B, C, D halmazok, hogy

A
f // B

g // C
h // D,

akkor az el®bbiek értelmében létez® f ◦ (g ◦ h) és az (f ◦ g) ◦ h összetett
függvények egyenl®ek, a kompozícióképzés tehát asszociatív, azaz a

A
f //

g◦f ��??????? B

g

��

h◦g

��@@@@@@@

C
h
// D

diagram tehát kommutatív.
Minden E halmaznak létezik egy � 1E-vel jelölt � �identikus� függvénye.

Az identikus függvények karakterisztikus tulajdonsága, hogy a kompozíció-
képzésre nézve hatástalanok, azaz a

A
f //

f

��

B

g

��
1B

���

�����

B g
// C

diagram tetsz®leges A és B halmaz, illetve f : A −→ B és g : B −→ A

függvény esetén kommutatív.
Ezek tehát a függvények legalapvet®bb jellemz®i. És most az javasoljuk,

tartson az Olvasó önvizsgálatot: hajlandó lenne ezeket axiómának tekin-
teni? Már halljuk is a berzenked® ellenvetést: miért tartanánk axiómáknak,
ha egyszer bebizonyítottuk valamennyit? Erre azt válaszoljuk: várjuk ki a
végét. . .
Azt a nyilvánvaló tényt, hogy bármely E halmaznak pontosan egy identi-

kus függvénye van, a következ®képpen is beláthatjuk. Ha 1E és 1 ′E egyaránt
ilyenek, akkor � mivel a velük való kompozícióképzés jobbról és balról egy-
aránt hatástalan, 1E = 1E ◦ 1 ′E = 1 ′E.
A következ® két feladat jelent®ségét nehéz eltúlozni. (Ennek felismeréséhez

persze még vagy 20 oldalt el kell olvasni a könyvben.)

1.3.1. Érvényben maradnak-e a �legalapvet®bb törvények�, ha halmazok helyett
(természetes) számokról beszélünk, a függvényeket jelz® nyilakat pedig a ≤ relá-
ciójelre cseréljük?

1.3.2. És ha a � közelebbr®l meg nem határozott �halmazok� helyett egy adott E
halmaz részhalmazairól, a nyilak helyett pedig a ⊆ relációról beszélünk?
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1.4. Descartes-féle szorzat � Újra

A függvények megadásakor a Descartes-féle szorzat alapvet® szerepet ját-
szott. Lássuk most, miként adható vissza a kölcsön, azaz: hogyan �adható
meg� két halmaz Descartes-fél szorzata kizárólag függvényekre hivatkozva.
Az A és B halmazok A × B Descartes-féle szorzata � mint emlékszünk �

azoknak az 〈a, b〉 rendezett pároknak a halmaza, amelyeknél a ∈ A és b ∈ B.
Az A×B halmazon így értelmezhet® két � projekciónak nevezett � függvény,
amely minden rendezett párhoz annak els®, illetve második tagját rendeli:

pA : A× B −→ A; 〈x, y〉 7→ x

pB : A× B −→ B; 〈x, y〉 7→ y

Világos, hogy tetsz®leges f : C −→ A és g : C −→ B esetén létezik olyan
h : C −→ A×B függvény, amellyel pA ◦h = f és pB ◦h = g, azaz amellyel a

C

f

||xxxxxxxxx
g

""EEEEEEEEE

h

��
A A× BpA

oo
pB

// B

diagram kommutatív. Megfelel például az a függvény, amelynek hozzárende-
lési szabálya: c 7→ 〈fc, gc〉. Ennél több is igaz: ha a fenti diagram kommuta-
tív, akkor h csak az ekként megadott függvény lehet, elvégre ha egy C-beli
x esetén hx 6= 〈fx, gx〉, akkor vagy pA(hx) 6= fx, vagy pB(hx) 6= gx.
Saunders Mac Lane érdeme, hogy rámutatott: az iménti tulajdonság a

Descartes-féle szorzatról mindent elmond, amire �a gyakorlatban� szüksé-
günk lehet. Kimondhatunk tehát egy �nem hivatalos� szorzatde�níciót: az
A és B halmazok szorzata egy A × B halmaz a pA : A × B −→ A és a

pB : A × B −→ B projekciókkal, amelyekre teljesül, hogy, hogy tetsz®le-

ges C halmaz és f : C −→ A és g : C −→ B esetén pontosan egy olyan

h : C −→ A× B függvény létezik, amellyel pA ◦ h = f és pB ◦ h = g.

�Nem hivatalos� de�níciónk általánosabb az eredetinél. A �hivatalos� Descartes-
szorzat természetesen kielégíti � jó néhány (végtelen sok) egyéb lehet®séggel
egyetemben. Ezen nincs mit csodálkozni, elvégre új meghatározásunk sem-
mit nem mond az A×B szorzat elemeir®l. Az például, hogy a Descartes-féle
szorzat értelmezésekor melyik rendezettpár-de�nícióból indulunk ki, telje-
sen irreleváns. A lényeg, hogy a kompozíciók szempontjából �szorzatunk� jól
viselkedjen.
Mint emlékszünk, egy f : A −→ B függvény gra�konja az 〈x, fx〉 rendezett
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párokból áll. Tekintsük most a

B

A

f

77ooooooooooooooo

1A

''PPPPPPPPPPPPPPP f ′ // A× B

pB

OO

pA

��
A

diagramot. A szorzathalmaz �nemhivatalos� de�níciója szerint pontosan egy
f ′A −→ A × B függvény létezik, amellyel a diagram kommutatív, azaz
amelyre teljesül pB ◦ f ′ = f és pA ◦ f ′ = fA. [Azt a tényt, hogy pontosan
egy függvény tesz kommutatívvá egy digramot, általában úgy érzékeltetjük,
hogy a szóban forgó függvényt pontozott nyíl jelöli.] Könny¶ kitalálni, hogy
melyik ez a függvény: az, amelyik A minden x eleméhez az 〈x, fa〉 rendezett
párt rendeli.

1.4.1. Ellen®rizzük, hogy diagramunk az így de�niált f ′ függvénnyel valóban kom-
mutatív!

A szorzat új de�níciója tehát magába foglalja a függvény gra�konjának
meghatározását is: egy f függvény gra�konja annak az egyetlen f ′ függvény-
nek az értékkészlete, amellyel a fenti diagram kommutatív.

A szorzathalmaz elemei

Valójában még arra sincs szükség, hogy a szorzathalmaz rendezett párokból
álljon, ezt mutatja a következ® feladat.

1.4.2. Legyen T egyelem¶ halmaz. Igazoljuk, hogy tetsz®leges A halmaz esetén A,
1A és az (egyetlen) A −→ T függvény kielégíti új de�níciónkat!

A csapos persze megkérdezhetné: mik akkor egy szorzat elemei? Erre egy
bolondosnak t¶n® válasszal már készen állunk: az A × B halmaz elemeinek
�tekinthetjük� a T −→ A× B függvényeket, ahol T egyelem¶ halmaz.
A T halmazból induló nyilak kit¶ntetett szerepét jelzi, hogy segítségükkel

a függvények azonossága � vagy különböz®sége � megragadható: ha az f, g :

A −→ B függvények különböz®ek, akkor van olyan t : T −→ A függvény,

hogy f◦t 6= g◦t. Ez persze nyilvánvaló: ha f 6= g, akkor van olyan a ∈ A, hogy
fa 6= ga, legyen tehát t az a függvény, amelynél a(z egyetlen) függvényérték
a.
Mi a helyzet a rendezett párokra vonatkozó �alapvet® azonossággal�, amely

szerint〈a, b〉 = 〈c, d〉 pontosan akkor, ha a = c és b = d? Tetsz®leges
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t : T −→ A és t ′ : T −→ B függvény esetén de�níciónk szerint pontosan
egy h : T −→ A × B függvény létezik, amellyel pA ◦ h = t és pB ◦ h = t ′,
a rendezett párokat tehát a tagjaik az új de�níció szerint is egyértelm¶en
meghatározzák. Mit veszítettünk akkor az extravagánsnak t¶n® új de�níció-
val? Ha meggondoljuk, nem sokat. Csupán �kiküszöböltük� a Descartes-féle
szorzatban eredetileg meglév® � a rendezett pár de�níciójából származó �
önkényességet.

1.5. Diszjunkt unió

Hasonló önkényesség nyilvánul meg két halmaz diszjunkt uniójának értel-
mezésekor. Két halmaz uniója gyakran kevesebb elemet tartalmaz, mint a
két halmaz együtt, elvégre lehetnek elemek, amelyek mindkét halmazban
benne vannak. A diszjunkt unió esetében éppen az a célunk, hogy ez ne
forduljon el®. Az A és a B halmazok diszjunkt unióját úgy képezzük, hogy
el®bb �el®állítjuk� A és B diszjunkt �másolatait�, azaz olyan, az A és B hal-
mazokat �reprezentáló� A ′ és B ′ halmazokat, amelyekre A ′ ∩ B ′ = ∅, majd
vesszük ezek A ′ ∪ B ′ unióját.
A diszjunkt képek el®állítása az A és a B halmaz elemeinek különböz®

szín¶re való befestését jelenti. Ez legegyszer¶bben úgy valósítható meg, hogy
veszünk két különböz® halmazt � a sztenderd választás ∅ és {∅} �, majd az
A halmaz elemeit az els®vel, a B halmaz elemeit pedig a másodikkal állítjuk
párba:

A ′ ={〈a,∅〉 : a ∈ A}

B ′ ={〈b, {∅}〉 : b ∈ B}

Az A ′ halmaz elemeit az A halmaz, a B ′ halmaz elemeit a B halmaz repre-
zentánsainak nevezzük. Könnyen belátható, hogy A ′ és B ′ diszjunkt hal-
mazok. Az A és B halmazok diszjunkt uniója pedig � per de�nitionem � az
A ′ ∪ B ′ halmaz.
Ha az A halmaz n, a B pedig k elem¶, akkor diszjunkt uniójuknak n+ k

eleme van. A diszjunkt unióképzés tehát az összeadás �halmazos általánosí-
tása�, úgy, ahogy a Descartes-féle szorzat a szorzásé.
Vegyük észre: a diszjunkt unió de�níciója többszörösen önkényes. Hogy

csak három szempontot említsünk: halmazunk elemei rendezett párok, és
már tudjuk: rendezett párok sokféleképpen értelmezhet®k úgy, hogy �lénye-
gében ugyanazt� tudják. Másodszor: nyugodtan választhatnánk más meg-
különböztet® objektumokat is, a végeredmény �lényegében ugyanaz� lenne.
Harmadszor: a megkülönböztet® objektum lehetne a rendezett párok els®
eleme is, az eredmény �lényegében ugyanaz� lenne.
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Ki lehet-e küszöbölni ezt az önkényt, hogy de�níciónk �lényegében� meg-
ragadja azt, amit a diszjunkt uniótól várunk? A válasz egyértelm¶ igen.
Vezessük be az A és B halmazok diszjunkt uniójára az A+ B jelölést. Az

A+B halmazban tehát � könnyen felismerhet® álruhában � ott vannak A és
B elemei is. Ezt így is megfogalmazhatjuk: létezik egy iA : A −→ A + B és
egy iB :−→ A + B függvény, amely az A, illetve a B halmaz elemeihez azok
A+ B-beli �megfelel®jét� rendeli. Világos, hogy milyen szabály szerint:

iA : A −→ A+ B; x 7→ 〈x,∅〉
iB : B −→ A+ B; x 7→ 〈x, {∅}〉

Ezekre a függvényekre pedig teljesül a következ®: tetsz®leges D halmaz és
tesz®leges f : A −→ D és g : B −→ D függvények esetén pontosan egy
h : A + B −→ D függvény létezik, amellyel h ◦ iA = f és h ◦ iB = g, azaz
amellyel a

D

A

f

<<xxxxxxxxx

iA

// A+ B

h

OO

B
iB

oo

g
bbEEEEEEEEE

diagram kommutatív.
Világos, hogy h szerepét valóban egyetlen függvény játszhatja csak el: az,

amelynek hozzárendelési szabálya:

x 7→ {fx, ha 〈x,∅〉 ∈ A ′
gx, ha 〈x, {∅}〉 ∈ B ′

Ezek után el®állhatunk egy szerény javaslattal. Legyen az A és B halmazok
diszjunkt uniója per de�nitionem tetsz®leges olyan A + B halmaz az iA :

A −→ A + B és az iB : B −→ A + B nyilakkal, amelyekre teljesül az iménti
tulajdonság. Ilyen halmaz az el®bbi konstrukció szerint létezik, így a de�níció
�nem üres�. Másrészt nyilván több (mi több, végtelen sok) halmaz kielégíti
a de�níciót � ezt az Olvasó is könnyen beláthatja. [Lássa be!]

1.5.1. Érveljünk amellett, hogy az új meghatározás szerint is fennáll az, amit két
halmaz diszjunkt uniójától elvárunk: mindkét halmaz minden eleme képviselteti
magát benne (azok az elemek, amelyek mindkét halmaznak elemei, kétszer is),
és minden elemér®l egyértelm¶en eldönthet®, hogy melyik halmaz melyik elemét
képviseli.

Az Olvasónak nyilván felt¶nt: a szorzatot illusztráló diagram pontosan
olyan, mint a diszjunkt unióé, csak a nyilak iránya más benne. A Descartes-
féle szorzat és a diszjunkt unió között tehát meglehet®sen intim kapcsolat
áll fenn � és ezt éppen a függvényes-diagramos meghatározások tárták fel.
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Lássuk most, mi a megfelel®je a függvény gra�konját megadó diagramnak:

A

f

wwooooooooooooooo

iA

��
B A+ Bf ′′oo

B

iB

OO

1B

ggOOOOOOOOOOOOOOO

Az új �nemhivatalos� de�níció szerint pontosan egy f ′′ függvény van, amellyel
a diagram kommutatív. Melyik lehet ez a függvény? Az A+B halmaz elemei
〈a,∅〉, illetve 〈b, {∅}〉 rendezett párok, amelyekben a ∈ A, illetve b ∈ B. Le-
gyen most E az a halmaz, amely az A+B azon részhalmazaiból áll, amelyek
mindegyikében a B halmaz pontosan egy 〈b, {∅}〉 reprezentánsa szerepel � az
−1

f ({b} halmaz elemeinek reprezentánsaival együtt. Mivel f függvény, az E
halmaz elemeinek elemei között A összes reprezentánsa szerepel � méghozzá
pontosan egyszer. Értelmezzük ezek után az f ′′ függvényt a következ®kép-
pen: a B halmazt reprezentáló 〈b, {∅}〉 párokhoz rendelje f ′′ az els® elemüket,
az A halmazt reprezentáló 〈a,∅〉 párokhoz pedig rendelje a B halmaznak azt
az elemét, amelynek reprezentánsával a 〈a,∅〉 pár az E halmazban együtt
szerepel.

1.5.2. Ellen®rizzük, hogy az így de�niált f ′′ függvénnyel a diagram valóban kom-
mutatív!

Az f ′′ függvény értelmezése egy alternatív függvényde�níciót sugall. Esze-
rint egy g függvény olyan rendezett 〈A,B, S〉 hármas, amelybenA és B � mint
a �hivatalos� meghatározásban � g értelmezési tartománya, illetve értékkész-
lete, S pedig olyan, az A+B halmaz páronként diszjunkt részhalmazaiból álló
halmaz, amelynek minden elemében a B halmaz pontosan egy reprezentánsa
szerepel, és amelynek uniója magaz az A+ B halmaz.1

1.6. Injekció, szürjekció, bijekció

Az exponenciális egyenletek (brr!) megoldásának utolsó el®tti lépésében gyak-
ran el®fordult, hogy az egyenlet mindkét oldalán ugyanolyan alapú hatvá-
nyok álltak, például: 2x = 25. Ilyenkor a nyilvánvaló x = 5 következte-
tés levonásakor � pontlevonás terhe mellett � jeleznünk kellett: �mivel az

1Egy E halmaz unióhalmaza az a halmaz, amelynek elemei: E elemeinek elemei.
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2 alapú exponenciális függvény szigorúan monoton növekszik�. Ezzel valójá-
ban ágyúval l®ttünk a verébre, elvégre a szóban forgó függvénynek valójában
egy sokkal egyszer¶bb tulajdonsága is biztosítja, hogy lépésünk helyénvaló:
az tudniillik, hogy különböz® számokhoz különböz® számokat rendel, így ha
két függvényérték egyenl®, akkor ilyennek kell lenniük az argumentumoknak
is. [Nota bene: ha egy függvény szigorúan monoton növekv®, akkor persze
teljesül rá az iménti, egyszer¶ tulajdonság is. Az utóbbi azonban akkor is
értelmezhet®, ha függvényünk értelmezési tartományában nincs értelme ki-
sebbb vagy nagyobb elemekr®l beszélni. A szóban forgó tulajdonság igaz
például arra a függvényre, amely minden feln®tt magyar állampolgárhoz az
adóazonosító jelét rendeli, de szigorú monotonitásról ebben az esetben igen-
csak nehéz lenne beszélni.]
Az említett függvénytulajdonság az injektivitás, amelynek édestestvére is

van: a szürjektivitás. Lássuk a precíz meghatározásokat.

1.6.1 De�níció. Legyen f : E −→ F függvény. Azt mondjuk, hogy f

� injektív, ha E különböz® elemeihez F különböz® elemeit rendeli, azaz tetsz®-

leges x, y ∈ E elemek esetén amennyiben x 6= y, úgy f(x) 6= f(y); visszájáról

fogalmazva: tetsz®leges x, y ∈ E esetén, ha f(x) = f(y), akkor x = y;

� szürjektív, ha F minden eleme E valamely elemének f általi képe, azaz az

F halmau minden z eleméhez létezik olyan x ∈ E, amelyre f(x) = z;

� bijektív, ha injektív és szürjektív.

Az injektív függvényeket injekcióknak, a szürjektív függvényeket szürjekci-
óknak, a bijektív függvényeket bijekcióknak nevezzük.1

Legyen F : E −→ F olyan, függvény, amelynél E és F a valós számok egy-egy
részhalmaza, a hozzárendelési szabály pedig ez: x 7→ x2. Ha most E = F =

[−1, 1], akkor f nem injektív és nem szürjektív: (például) f(−1) = f(1) miatt
nem injektív, és � mivel egy valós szám négyzete nem lehet negatív � nem is
szürjektív. Ha E = [0, 1] és F = [−1, 1], akkor f injektív, de nem szürjektív,
ha E = [−1, 1] és F = [0, 1], akkor f szürjektív, de nem injektív, végül ha
E = F = [0, 1], akkor f injektív és szürjektív (tehát bijektív). A tanulság: az,
hogy egy f : E −→ F függvény injektív, illetve szürjektív-e vagy sem, nem
csupán a �hozzárendelési szabálytól�, de az E és F halmazoktól is függ.
Az injekciók és a bijekciók további jellemzéséhez két újabb fogalomra lesz

szükségünk. Legyen f : E −→ F egy függvény, A és B pedig rendre E, illetve
F egy-egy részhalmaza. Az A halmaz f szerinti képének nevezzük � és f(A)-
val jelölhük � F-nek azt a részhalmazát, amelyet az A elemeinek f általi képei

1A szürjekciókat szokás ráképezésnek, az injekciókat egy-egy értelm¶, a bijekciókat pe-
dig kölcsönösen egyértelm¶ �megfeleltetéseknek� is nevezni. Mi maradunk a magyarosan
hangzó latinos fordulatoknál.
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alkotnak1 A B halmaz f szerinti inverz képének nevezzük � és
−1

f (B)-vel
jelöljük � azt a halmazt, amely azokból az E-beli elemekb®l áll, amelyekhez
az f függvény B-beli elemet rendel.2

Ha f : E −→ F függvény, akkor az f(E) halmazt a f értékkészletének

nevezzük. Az f : E −→ F függvény pontosan akkor szürjektív, ha f(E) = F.
Az f : E // F függvény injektív, szürjektív vagy bijektív voltának el-

döntéséhez elegend® az F halmaz egyelem¶ részhalmazainak inverz képeit
megvizsgálni. Az f függvény ugyanis

� pontosan akkor szürjektív, ha az
−1

f ({y}) halmaz minden y ∈ F esetén
legalább egyelem¶,

� pontosan akkor injektív, ha az
−1

f ({y}) halmaz minden y ∈ F esetén
legfeljebb egyelem¶, és

� pontosan akkor bijektív, ha
−1

f ({y}) halmaz minden y ∈ F esetén pon-
tosan egyelem¶.
Jegyezzük meg: ha f : E −→ F injektív függvény és x ∈ E, akkor amennyi-

ben y ∈
−1

f ({fx}), úgy y = fx.

1.6.1. Mutassuk meg, hogy ha az f : E −→ F függvény injektív, akkor minden

A ⊆ E esetén
−1

f (f(A)) = A, és ha szürjektív, akkor minden B ⊆ F esetén f(
−1

f

(B)) = B. [Tetsz®leges f : E // F függgvény, valamint A ⊆ E és B ⊆ F esetén

fennáll, hogy
−1

f (f(A)) ⊆ A és f(
−1

f (B)) ⊆ B.]

Az injekció és a bijekció fogalmának jelent®ségét lehetetlen eltúlozni. Il-
lusztrációképpen most megmutatjuk, miként jelenik meg a két egzotikus
hangzású tulajdonság a �lozó�a egyik ®si problémájának megoldásában.

A végtelen

Mikor nevezünk egy összességet (mondjuk egy halmazt) végtelennek? Ak-
kor, ha nem véges. És mikor nevezünk egy halmazt végesnek? A végesség
� és így a végtelenség � fogalmának egy lehetséges megragadásához kínál
fogódzót a következ® meg�gyelés. Ha egy H halmaz véges, akkor tetsz®le-

ges f : H −→ H függvényre teljesül, hogy f pontosan akkor injektív, ha

szürjektív. Gondoljuk csak meg: ha azt szeretnénk, hogy H minden eleme
megjelenjen a függvényértékek között, akkor nem engedhetjük meg azt a
pazarlást, hogy két H-beli elemhez ugyanazt a függvényértéket rendeljük, és

1Vagyis f(A) = {y ∈ F : (∃x ∈ A)f(x) = y} � �azoknak az F-beli y-oknak a halmaza,
amelyekhez létezik olyan E-beli x, amellyel y = fx. A ∃ a �van olyan� (�létezik�) rövidítése;
használni fogjuk a ∀ � �minden� � logikai konstanst is.
2Tehát a

−1

f (B) = {x ∈ A : (∃y ∈ B)fx = y} halmazt.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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megfordítva: ha különböz® H-beli elemekhez különböz® függvényértékeket
rendelünk, akkor a függvényértékek közül H egyetlen eleme sem hiányozhat.
Ebb®l a megfontolásból nyerhetjük a következ® meghatározást: Egy E

halmaz végtelen, ha van olyan h : E // E függvény, amely injektív, de

nem szürjektív, vagy van olyan h ′ : E // E függvény, amely szürjektív,

de nem injektív.

1.6.2. Az iménti meghatározás Dedekindt®l származik. Néha így szerepel: az E
halmaz végtelen, ha van vele egyenl® számosságú valódi részhalmaza, azaz létezik
egy E ′ $ E halmaz és egy E ′ // E bijekció. Mutassuk meg, hogy ebben az esetben
létezik E −→ E szürjektív, de nem injektív, illetve injektív, de nem szürjektív
függvény is. Igaz-e megfordítva?

1.6.3. A végtelen halmaz létezését a modern halmazelmélet egy axiómában posz-
tulálja. Dedekind a Was sind und was sollen die Zahlen? cím¶ gyönyör¶ köny-
vecskéjében be is bizonyította. A bizonyítás végtelenül konstruktív. Legyen G a
gondolatvilágom (elemeinek halmaza); adjuk meg a σ : G // G leképezést így:

h 7→ `az a gondolat, miszerint h a G eleme'.

Ez a függvény nyilván injektív és nyilván nem szürjektív � elvégre például `mein
eigenes Ich' (�én�) /∈ σ(G). Mi a véleményünk?

1.7. Inverzek

Itt az ideje, hogy visszakanyarodjunk a fejezet elején meghirdetett program-
hoz: adjuk meg a halmazelmélet alapvet® fogalmainak �nyilas� jellemzéseit,
azaz olyan, a klasszikus de�níciókkal ekvivalens meghatározásokat, amelyek
csak függvényekre hivatkoznak. Az identikus függvények, az üres halmaz és
az egyelem¶ség jellemzése már a tarsolyunkban van, most következzen, ami-
nek következnie kell: az injekciók és a szürjekciók függvényes karakterizálása.
A következ® eredmény megérdemli a megtisztel® tétel elnevezést.

1.7.1. Tétel. Legyen f : E // F függvény. Ha létezik olyan g : F −→ E

függvény, amellyel g ◦ f = 1E, akkor f injektív; megfordítva: ha f injektív és

E 6= ∅, akkor létezik olyan g : F −→ E függvény, amellyel g ◦ f = 1E.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy létezik olyan g : F −→ E függvény, amellyel g ◦
f = 1E, azt kell belátnunk, hogy f injektív: tetsz®leges x, y ∈ E esetén abból,
hogy fx = fy, következik, hogy x = y. Nincs nehéz dolgunk: ha fx = fy, akkor
g(fx) = g(fy) is fennáll, mivel azonban g(fx) = g ◦ f(x) = 1E(x) = x, és g(fy) =

g ◦ f(y) = 1E(y) = y, azért x = y is teljesül.
Megfordítva, tegyük fel, hogy f injektív, és hogy E 6= ∅; legyen e az E halmaz

egy eleme. Az F halmaz minden elemére igaz, hogy vagy eleme f (nemüres!) érték-
készletének, vagy nem. Értelmezzünk egy g : F −→ E függvényt a következ®képpen.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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Ha y ∈ F eleme f értékkészletének, akkor legyen gy az az E-beli elem, amelyhez f
az y-t rendeli (ilyen f injektivitása miatt pontosan egy van); ha pedig y ∈ F nem
eleme f értékkészletének, akkor legyen gy = e. Azaz:

gy =


−1

f ({y}) egyetlen eleme, ha
−1

f ({y})) 6= ∅;

e, ha
−1

f ({y})) = ∅

Tetsz®leges x ∈ E esetén g ◦ f(x) = g(fx) ∈
−1

f ({fx}), amib®l (mivel f injektív)

g ◦ f(x) = x következik, tehát valóban: g ◦ f = 1E. [Az E halmaz e elemére csak

azért volt szükségünk, hogy g függvény lehessen � azaz F minden eleméhez hozzá

tudjon rendelni egy E-beli elemet.] ♥

A szép eredmények nem járnak egyedül.

1.7.2. Tétel. Legyen f : E −→ F függvény. Ha létezik olyan g : F −→ E

függvény, amellyel f◦g = 1F, akkor f szürjektív; megfordítva: ha f szürjektív,

akkor létezik olyan g : F // E függvény, amellyel f ◦ g = 1F.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy f ◦ g = 1F, azt kell bebizonyítanunk, hogy f szür-
jektív, azaz f(E) = F. Világos, hogy 1F(F) = F, így fennáll F = f ◦ g(F) = f(g(F))

is. Mivel g(F) ⊆ E, azért f(g(F)) ⊆ f(E). [Ez általánosan is igaz: ha f : E −→ F

függvény és A ⊆ B ⊆ E, akkor f(A) ⊆ f(B). Lássuk be!] Eszerint tehát F ⊆ f(E).
Emellett nyilván fennáll � de�níció szerint � f(E) ⊆ F is, f(E) és F tehát kölcsönösen
részhalmazai egymásnak, ennélfogva egyenl®ek.

Megfordítva, tegyük fel, hogy f szürjektív. Ekkor az
−1

f ({y}) halmaz egyetlen

y ∈ F esetén sem üres, mindegyikb®l kiválaszthatunk tehát egy elemet. Jelölje az
−1

f ({y})-ból kiválasztott elemet y ′; legyen végül g : F −→ E az a függvény, amelynek

hozzárendelési szabálya y 7→ y ′. Mivel bármely x ∈
−1

f ({y}) esetén fx = y, így

tetsz®leges y ∈ F esetén f ◦g(y) = f(g(y)) = f(y ′) = y, azaz valóban: f ◦g = 1F. ♥

Vegyük észre, hogy az iménti bizonyításban a g függvény megadásakor
nem mondtuk meg, hogy az F egyes elemeihez konkrétan melyik E-beli ele-
met rendeljük hozzá. �Csupán� azt használtuk ki, hogy ha adott egy halmaz,

amelynek elemei � esetünkben az
−1

f ({y}) halmazok � közül egyik sem üres,
akkor értelmezhetünk egy függvényt, amely a szóban forgó halmazok mind-
egyikéhez azok egy elemét rendeli. Az idéz®jel indokolt: feltevésünk ekviva-
lens a halmazelméet egyik súlyos �alapigazságával�, a kiválasztási axiómával.
A kiválasztási axióma néhány alakjával az 1.7. alfejezetben ismerkedünk meg.
Az axióma egyik általános megfogalmazása így szól: ha az E halmaz elemei

nemüres halmazok, akkor létezik olyan f : E // ∪E függvény, amelyre

teljesül, hogy minden x ∈ E esetén fx ∈ x. (Az axióma nem �konstruktív�:
a szóban forgó függvény �hozzárendelési szabályát� nem adja meg, csupán a
függvény létezését posztulálja.)

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com
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Legyen f : E // F injektív (szürjektív) függvény; minden olyan g : F
// E függvényt, amelyre teljesül, hogy g ◦ f = 1E (f ◦ g = 1F), az f függ-

vény balinverzének (jobbinverzének) nevezünk. A �minden olyan� kitétel
indokolt: egy injektív függvénynek több balinverze, egy szürjektív függvény-
nek pedig több jobbinverze is létezhet. Ez a tételek bizonyítása alapján is
nyilvánvaló, elegend® rámutatni az E halmaz egy e elemének kijelölésében,
illetve a kiválasztási axióma alkalmazásában megnyilvánuló önkényességre.
Visszatérve a kiválasztási axiómához: belátjuk, hogy az axióma ekvivalens

azzal az állítással, amely szerint minden szürjekciónak létezik jobbinverze.

Az, hogy az el®bbib®l következik az utóbbi, már láttuk (a tétel bizonyításá-
ban). Lássuk tehát, miként vezethet® le a kiválasztási axióma abból, hogy
minden szürjekciónak létezik jobbinverze. Legyen E olyan halmaz, hogy min-
den x ∈ E esetén x 6= ∅. Legyen E ′ az {〈y, x〉 : y ∈ x ∈ E} halmaz; tekintsük
azt az f : E ′ −→ E függvényt, amelynek hozzárendelési szabálya: 〈y, x〉 7→ x,
azaz amely E ′ minden eleméhez annak második tagját rendeli. Abból, hogy
E egyetlen eleme sem üres, következik, hogy f szürjektív. Legyen f egy job-
binverze az f ′ : E −→ E ′ függvény. Legyen továbbá g az az E ′ −→ ∪E, amely
E ′ minden eleméhez annak második tagját rendeli; legyen végül g ′ = g ◦ f ′.
Ekkor g ′(x) ∈ x minden x ∈ E esetén, �de�niáltunk� tehát egy függvényt,
amely eleget a kiválsztási axióma követelményének.

1.7.1. Magyarázzuk meg, miért jogos az idéz®jel! Egészítsük ki a bizonyítást, és
mutassunk rá, miért volt szükség az E ′ halmaz értelmezésére!

Ezzel tehát megkaptuk az injektivitás és a szürjektivitás egy �függvényes
jellemzését�: az injektív függvények pontosan azok, amelyeknek létezik ba-
linverze, a szürjektív függvények pontosan azok, amelyeknek létezik job-
binverze. A bijektív függvények pedig pontosan azok, amelyeknek létezik
�kétoldali� inverze:

1.7.3 Következmény. Az f : E −→ F függvény pontosan akkor bijektív, ha

van olyan g : F −→ E függvény, amellyel g ◦ f = 1F és f ◦ g = 1E, azaz ha a

E
f //

1E ��>>>>>>> F

g

��

1F

��>>>>>>>>

E
f
// F

diagram kommutatív.

Bizonyítás: Ha f-nek van jobb-, illetve balinverze, akkor az el®bbi két tétel ér-
telmében injektív és szürjektív, azaz bijektív.
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Megfordítva: ha a f bijektív, akkor az el®bbi két tétel szerint jobbinverze és
balinverze is van: az el®bbi legyen g, az utóbbi legyen g ′; fennáll tehát f ◦ g ′ = 1F

és g ◦ f = 1E. Ekkor az identitások hatástalansága és a kompozíció asszociativitása
miatt:

g = g ◦ 1F = g ◦ (f ◦ g ′) = (g ◦ f) ◦ g ′ = 1E ◦ g ′ = g
′

Ha tehát f bijektív, akkor bal- és jobbinverze megegyezik � van tehát egyetlen,

�kétoldali� inverze. ♥

Az Olvasóban persze felmerülhet: vajon nem ágyúval lövünk verébre, ami-
kor a (kétoldali) inverz létezését két tételünk alapján igazoljuk. Elvégre ha

f : E −→ F bijektív, akkor a
−1

f ({y}) halmaznak minden y ∈ F esetén pon-
tosan egy eleme van, egyértelm¶en megadható ennélfogva az a g : F −→ E

függvény, amely F minden y eleméhez a
−1

f ({y}) halmaz egyetlen elemét ren-
deli. Ez a függvény � könnyen belátható � f-nek jobb- és baloldali inverze.
Erre azt válaszoljuk: nem mindig a legrövidebb bizonyítás mondja a leg-

többet egy eredményr®l. [Egy erd®, ha kerülünk benne egyet, meglehet,
szebb arcát mutatja, mintha �toronyiránt� átvágtatunk rajta. . . ]
Ha f bijektív, akkor az el®z®ek értelmében létez® �kétoldali� inverzét (egy-

szer¶en) f inverzének nevezzük, jelölése f−1.
A két tétel egyetlen eredménybe is összegyúrható:

1.7.4. Tétel. Ha E 6= ∅, akkor tetsz®leges f : E −→ F függvény esetén

létezik olyan g : F −→ E függvény, amellyel f ◦ g ◦ f = f.

Bizonyítás: Legyen e ∈ E; adjunk meg egy g : F −→ E függvényt a következ®-
képpen:

y 7→ {e, ha y /∈ f(E)
−1

f ({y}) egy eleme, ha y ∈ f(E)

Könnyen belátható, hogy minden ilyen g megfelel. ♥

1.7.2. Lássuk be könnyen!

Világos, hogy a kiválasztási axióma az utóbbi tételben is megteszi a ma-
gáét, nem véletlen, hogy az állítást alkalmanként szintén kiválasztási axióma-
ként � a benne szerepl® g függvényt pedig f �kváziinverzeként� emlegetik.
A minden szürjekciónak létezik jobbinverze megfogalmazással szemben
azonban az állítás nem �tisztán függvényes�, elvégre szerepel benne az E 6= ∅
kitétel. Ez a �probléma� persze könnyen orvosolható. Annyit kell csak ész-
revennünk, hogy ha T egyelem¶ halmaz, akkor tetsz®leges E halmaz esetén
E nemüressége ekvivalens azzal, hogy létezik T −→ E függvény. Márpedig
azt, hogy T egyelem¶, már réges rég ki tudjuk fejezni a függvények nyelvén:
bármely H halmaz esetén pontosan egy H −→ T függvény létezik.
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Inverzek és kompozíciók

Az injektivitás, a szürjektivitás, a féloldali inverzek és a kompozíció kapcso-
latát tisztázza a következ®,

1.7.5. Tétel. Legyen f : A // B, g : B // C függvény; legyen továbbá

h = g ◦ f. Ekkor
1. ha f és g egyaránt injektív, akkor h is az; ha f ′ és g ′ rendre f és g

balinverze, akkor f ′ ◦ g ′ a h balinverze;

2. ha f és g egyaránt szürjektív, akkor h is az; ha f ′ és g ′ rendre f és g

jobbinverze, akkor f ′ ◦ g ′ a h jobbinverze;

3. ha h injektív, akkor f is az; ha h ′ a h balinverze, akkor h ′ ◦ g az f

balinverze;

4. ha h szürjektív, akkor g is az; ha h ′ a h jobbinverze, akkor f ◦ h ′ az g
jobbinverze;

5. ha h szürjektív, g pedig injektív, akkor f szürjektív; ha h ′ a h jobbin-

verze, akkor h ′ ◦ g az f jobbinverze;

6. ha h injektív, f pedig szürjektív, akkor g injektív; ha h ′ a h balinverze,

akkor f ◦ h ′ az f balinverze.

Bizonyítás: Az igazságos munkamegosztás jegyében három esetet bizonyítunk,
hármat pedig az Olvasóra bízunk.
1. A feltétel szerint f ′ ◦ f = 1A és g ′ ◦ g = 1B. A kompozíció asszociativitását és

az identitások �hatástalansága� alapján

(f ′ ◦ g ′) ◦ (g ◦ f) = f
′ ◦ 1B ◦ f = f

′ ◦ f = 1A,

h-nak tehát van balinverze, így valóban injekció.

4. Ha h szürjektív, akkor van h ′ jobbinverze, amellyel h◦h ′ = 1B. Ekkor azonban
1B = h ◦ h ′ = (g ◦ f) ◦ h ′ = g ◦ (f ◦ h ′) = 1B is teljesül, g-nek is van tehát
jobbinverze (és f◦h ′ valóban megfelel egynek), kötelessége tehát szürjektívnek
lenni.

5. Feltevésünk szerint h ◦ h ′ = 1C, az el®z® pont szerint g szürjektív, a feltevés
alapján tehát egyúttal bijektív is. Ekkor:

f ◦ (h ′ ◦ g) = 1B ◦ f ◦ (h ′ ◦ g) = (g−1 ◦ g) ◦ f ◦ (h ′ ◦ g) =

= g
−1 ◦ (g ◦ f) ◦ (h ′ ◦ g) = g

−1 ◦ h ◦ (h ′ ◦ g) =

= g
−1 ◦ (h ◦ h ′) ◦ g = g

−1 ◦ 1C ◦ g = g
−1 ◦ g = 1B

A h ′ ◦ g tehát valóban f jobbinverze, világos, hogy f szürjektív.

♥

1.7.3. Egészítsük ki a bizonyítást!
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Aki még jobban el szeretne merülni a kompozíciókkal és inverzekkel való
számolásban, íme két szép feladat (Bourbaki klasszikus könyvéb®l).

1.7.4. Legyenek A, B, C és D halmazok, f : A −→ B, g : B −→ C és h : C −→ D

függvények. Bizonyítsuk be, hogy ha g ◦ f és h ◦ g egyaránt bijekciók, akkor f, g
és h mindegyike az.

1.7.5. Legyenek A, B és C halmazok, f : A −→ B, g : B −→ C és h : C −→ A

függvények. Igazoljuk, hogy ha a h ◦g ◦ f, g ◦ f ◦h, f ◦h ◦g függvények közül kett®
injektív, egy pedig szürjektív, vagy kett® szürjektív, egy pedig injektív, akkor f, g
és h mindegyike bijektív.

1.8. Tovább is van. . .

Ahogy általában lenni szokott. Ebben az alfejezetben az injektivitás és a
szürjektivitás újabb ekvivalens jellemzését adjuk meg � és újfent kizárólag
függvényekre hivatkozunk.

1.8.1. Tétel. Az f : A −→ B függvény pontosan akkor injektív, ha tet-

sz®leges g, h : C −→ A függvények esetén, amennyiben f ◦ g = f ◦ h, úgy
g = h.

Bizonyítás: Ha a feltétel teljesül, akkor f injektív. Ehhez elég, ha észrevesszük:
tetsz®leges f(x) és f(y) függvényérték megfeleltethet® egy f◦ x̂, illetve f◦ ŷ kompo-
zíciónak, ahol x̂ : T −→ A és ŷ : T −→ B valamely T egyelem¶ halmaz esetén. Így
ha fx = fy, akkor f ◦ x̂ = f ◦ ŷ, amib®l a feltevés szerint x̂ = ŷ, így nyilván x = y.

Ha f injektív és A 6= ∅, akkor f-nek van f ′ : B −→ A balinverze, amellyel
f ′ ◦ f = 1A. Így ha a g, h : C −→ A függvényekre f ◦ g = f ◦ h, akkor

g = 1A ◦ g = (f ′ ◦ f) ◦ g = f
′ ◦ (f ◦ g) = f

′ ◦ (f ◦ h) = (f ′ ◦ f) ◦ h = 1A ◦ h = h.

Ha pedig A = ∅, akkor C is csak az üres halmaz lehet, minek következtében g

és h automatikusan egyenl®k. ♥

1.8.2. Tétel. Az f : A −→ B függvény pontosan akkor szürjektív, ha tet-

sz®leges g, h : B −→ C függvényekre esetén amennyiben g ◦ f = h ◦ f, úgy
g = h.

Bizonyítás: Ha f szürjektív, akkor van g ′ jobbinverze, így ha g ◦ f = h ◦ f, akkor

g = g ◦ 1B = g ◦ (f ◦ f ′) = (g ◦ f) ◦ f ′ = (h ◦ f) ◦ f ′ = h ◦ (f ◦ f ′) = h ◦ 1B = h.
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Ha f nem szürjektív, akkor van olyan b ∈ B, amely nem eleme f értékkészletének.

Így ha g és h olyan B −→ C fügvények, amelyekre g(b) 6= h(b), akkor g 6= h, holott

g ◦ f = h ◦ f, nem teljesül tehát a tételbeli feltétel sem. ♥

A tételek a szürjekciókat és az injekciókat a kompozícióval való kapcso-
latuk alapján jellemzi: az injekciók azok a függvények, amelyekkel balról, a
szürjekciók pedig azok, amelyekkel jobbról egyszer¶síthet®k a �kompozíciós
egyenletek�.

1.9. A halmazelmélet axiómái

Miután láttunk néhány �függvényes ceruzarajzot� a halmazuniverzumról,
lássuk legalább elemeiben az ∈-reláción alapuló monumentális freskót.
A halmazelmélet szerepe a matematikában (legalább) hármas szerep. Egy-

részt a matematika egyik �hivatalos� nyelve, amelyen a de�niciók kimond-
hatók, a bizonyítások pedig kifejthet®k. Másrészt kiváló keretelméletként

szolgál: a tételek valójában a halmazelméleti axiómák és a de�níciók logikai
következményei. Harmadrészt a halmazok elmélete �saját jogán� is mate-
matikai diszciplína: mindenekel®tt a különböz® rend¶ és rangú végtelenek
elmélete.
Egyfajta halmazelmélet � mint azt kés®bb látni fogjuk � a kategóriaelmé-

let keretei között is rekonstruálható. A kategóriaelméetben a halmazelmélet
szerepe ugyanakkkor valamelyest ambivalens. A kategóriaelméleti keretek
között � mint azt látni fogjuk, s®t, valójában már láttuk is (!) � minden
további nélkül reprodukálható egy(fajta) halmazelmélet, amely az ebben az
alfejezetben tárgyalt Zermelo�Fränkel-féle teóriához hasonlóan sok tekintet-
ben eljátszhatja az �alap� szerepét. Másrészt viszont számos kategóriaelmé-
leti fogalom a halmazelmélet arzenálját is mozgosítja. Ez utóbbiak eseté-
ben a kategóriaelmélészek két csoportja különíthet® el. Akikben igen er®s a
meggy®z®dés, hogy a kategóriaelmélet a matematikának a �klasszikus� hal-
mazelméletnél adekvátabb megalapozását adja, azok ezekben az esetekben is
ragaszkodnak a kategóriaelméleti megközelítéshez. Akiket viszont a megala-
pozás igénye nem ejt végeletesen rabul, azok kevésbé riadnak vissza a hal-
mazelméleti fegyvertár mozgósításától. [Legtöbbször persze csak arról van
szó, hogy két ekvivalens meghatározás közül melyik a de�níció, és melyik
egy tétel. . . ]
E könyv szerz®je a kategórielméletet nem tekinti a matematika �végle-

ges magalapozásának�, mi több, a �végs® megalapozás� igényét sem tartja
megalapozottnak. Az elmélet igazi értéke szerinte inkább az általánosságá-
ban keresend®: a kategóriaelméleti keretek között olyan absztrakt struktúrák
mutathatók fel, amelyek az általánosság korábban nem látott szintjét jelen-
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tik � méghozzá úgy, hogy közben nem válnak �üressé�: absztrakt ugyan,
de nem nonszensz. . . hogy a könyv címében feltett kérdésre válaszoljunk.
Speciális esetként természetesen a jól ismert halmazelméleti konstrukciók is
rendre megjelennek, ami eggyel több ok amellett, hogy klasszikus elmélettel
is megismerkedjünk.

ZFC

A halmazelmélet manapság leggyakrabban használt, Zermelo�Fränkel-féle
axiómarendszere úgy is felfogható, mint egyfajta implicit de�níció, az ∈ re-
láció legalapvet®bb jellemz®inek rögzítése.
Az axiómák másrészt a �méret korlátozásának� elvét is kifejezik: a hal-

mazelméleti paradoxonok (például a Russell-paradoxon1) gyökere ugyanis
az, hogy bizonyos �túlságosan nagy� összességeket is halmaznak tekintünk,
megpróbáljuk biztosítani, hogy az elméletben �túlságosan nagy� halmazok
létezése ne legyen bizonyítható. A �túlságosan nagy� összességek nem indivi-
dualizálhatók, azaz nem lehetnek halmazok, azaz: nem lehetnek más összes-
ség elemei.
A halmazok elmélete tehát arról szól, hogy mely �objektumok� léteznek �

azaz melyeknek a �létezése� igazolható az axiómák alapján.
A logikában valamelyest jártas Olvasó kedvéért jegyezzük meg: a halmazel-

mélet most bemutatandó axiómarendszerének egyetlen nemlogikai konstansa
van, a kétargumentumú ∈ reláció. A logikai �keretelmélet� a klasszikus els®-
rend¶ logika, amelyben = is szerepel. Névkonstansok sincsenek, ∅ vagy N
�metanyelvi� rövidítéseknek tekintend®k.
Az elmélet neve � ZFC � Ernst Zermelo és Abraham Fränkel nevéb®l, va-

lamint a kiválasztási axióma angol (vagy francia?) nevéb®l (axiom of choice,
axiome de choix)) ered.

A meghatározottsági axióma

Bármit � jelentsen� is ∈,

∀x∀y(x = y⇒ ∀z(z ∈ x⇔ z ∈ y))

és
∀x∀y(x = y⇒ ∀z(x ∈ z⇔ y ∈ z))

1A Russell-paradoxon a naiv � azaz nem axiomatikus � halmazelmélet egyik alapvet®
feltevéséb®l ered, amely szerint tetsz®leges Fx tulajdonság elején létezik az a halmaz,
amelynek elemei poontosan az F tulajdonságú halmazok. Ha most F a �nem eleme önma-
gának�, akkor léteznie kell az R = {x : x /∈ x} halmaznak. Viszont ekkor � mint az könnyen
belátható � R ∈ R pontosan akkor áll, ha R /∈ R, ami ellentmondás. Megjegyezzük, hogy
a paradoxont Russellt®l függetlenül Ernst Zermelo is felismerte.
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egyaránt �logikai� igazságok: két egyenl® halmaz elemei ugyanazok, és a két
halmaz ugyanazoknak a halmazoknak eleme.1 A meghatározottsági (exten-
zionalitási) axióma, amely szerint minden halmazt egyértelm¶en megha-

tároznak az elemei:

∀x∀y∀z((z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y)

Az ugyanazon elemekkel rendelkez® halmazoknak tehát �minden kontextus-
ban� ugyanúgy kell viselkedniük. Ha bevezetjük az

x ⊆ y⇔def ∀z(z ∈ x⇒ z ∈ y)

rövidítést (az x halmaz az y halmaz részhalmaza, ha x minden eleme y-nak
is eleme), akkor az axiómát így is írhatjuk:

∀x∀y((x ⊆ y & y ⊆ x)⇒ x = y)

Az üres halmaz axiómája

Az üreshalmaz-axióma szerint �létezik� üres halmaz, vagyis olyan hal-

maz, amelynek egyetlen eleme sincs:

∃x∀y(y /∈ x)

Az axióma szerint legalább egy üres halmaz biztosan létezik; több viszont �
a meghatározottsági axióma következtében � nem létezhet (ha lenne kett®,
akkor az egyiknek lenne olyan eleme, amilyen a másiknak nincs). Bevezethet-
jük tehát az üres halmazra a ∅ jelölést. Az üres halmaz minden halmaznak
részhalmaza: ∀x(∅ ⊆ x).

A páraxióma

Egy halmazunk tehát már van, mi azonban többet szeretnénk. . . A páraxi-

óma szerint tetsz®leges két halmaz esetén létezik olyan halmaz, amelynek

pontosan a szóban forgó halmazok az elemei:

∀x∀y∃z∀w(w ∈ z⇔ (w = x∨w = y))

1Az egyértelm¶ség érdekében az axióámákat a logika formális nyelvén is felírjuk. Ha az
Olvasónak a kiovasás gondot jelent, ugorja át nyugodtan a formulákat. A ∃ és ∀ kvanto-
rokat az Olvasó már ismeri; ehelyütt jegyezzük meg: a �szándékolt� tárgyalási univerzum
az összes halmaz �összessége�, azaz minden objektum: halmaz. Ezeken túl a következ®
rövidítéseket használjuk: (i) alternáció: . . .∨. . . � kiolvasása: . . . , vagy. . . (ii) konjunkció:
. . .&. . . � kiolvasása: . . . , és. . . (iii) kondicionális . . .⇒. . . � kiolvasása: ha. . . , akkor. . . A
propozicionális logikai konstansok �precízebb� értelmezésére a 2.10. alfejezetben vissza-
térünk. (A formalizálás célja els®dlegesen a kétértelm¶ség kiküszöbölése: szeretnénk, ha
az Olvasó és a szerz® egyre gondolnának. A kétértelm¶ség a logikus számára éppolyan
ellenszenves, mint egy vámpír a sekrestyében. . . )
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Ilyen halmazból sem lehet kett® (a meghatárorozottsági axióma miatt), így
bevezethetjük az {x, y} jelölést. A két halmaznak nem kell feltétlenül külön-
böznie; az {x, x} = {x} halmazt x szingletonjának nevezzük.
Most már végelen sok halmazunk van; igaz persze, hogy egyiknek sincs

kett®nél több eleme. . . Halmazok például (vagyis bizonyítható, hogy létez-
nek) a következ®k: ∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}, {{∅}, {{∅}}}. . .

Hatványhalmaz-axióma

A hatványhalmaz-axióma szerint tetsz®leges halmaz esetén létezik az a

halmaz, amelynek elemei pontosan az illet® halmaz részhalmazai:

∀x∃y∀z(z ∈ y⇔ z ⊆ x)

Ilyen halmazból sem létezhet több [lássuk be!]; x hatványhalmazát ℘x jelöli.

Az unióhalmaz-axióma

Az unióhalmaz-axióma szerint egy halmaz elemeinek elemei is halmazt

alkotnak:

∀x∃y∀z(z ∈ y⇔ ∃w(w ∈ x & z ∈ w))

Ilyen halmazból is pontosan egy van; x unióhalmazát ∪x jelöli.

1.9.1. Minden x-re teljesül, hogy ∪(℘x) = x, de ℘(∪x) = x általában nem igaz.
Illusztráljuk egy példával!

Az x és y halmazok uniója már de�niálható:

x ∪ y =def ∪{x, y}.

A metszet és a különbség de�níciójához azonban szükségünk lesz még egy
axiómára.

A részhalmaz-axióma

A részhalmaz-axióma szerintminden halmaz és F(x) �tulajdonság� esetén

létezik a halmaz adott tulajdonságú elemeinek halmaza:

∀x∃y∀z(z ∈ y⇔ (z ∈ x & Fz))

Ez valójában axiómaséma: annyi �példánya� van, ahány legfeljebb egy sza-
bad változót tartalmazó F formula (annak, akit illet: megszámlálhatóan vég-
telen). Bármely F és x esetén az axióma által �létesített� halmaz egyértelm¶,
jelölése a szokásos: {z ∈ x : Fz}.
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Ezen a ponton bebizonyíthatjuk, hogy az összes halmaz �összessége�

nem halmaz: tetsz®leges x halmaz esetén az {y ∈ x : y /∈ y} halmaz nem

eleme x-nek.

1.9.2. Bizonyítsuk be!

Ugyanezt mutatja a következ® gondolatmenet is: ha az összes halmaz
�összessége� is halmaz, akkor a részhalmaz-axióma miatt az r = {x : x /∈ x}
Russell-�összesség� is az, amib®l � újfent a Russell-paradoxon gondolatme-
nete szerint � ellentmondásra jutnánk.
A metszet és különbség de�níciója már nem jelent problémát:

x ∩ y =def {z ∈ x ∪ y : z ∈ x & z ∈ y}
x \ y =def {z ∈ x ∪ y : z ∈ x & z /∈ y}

A metszet � az unióhoz hasonlóan � általánosan is de�niálható. Egy x
halmaz ∩x metszethalmazának elemei pontosan azok a halmazok, amelyek
x minden elemének elemei, azaz y ∈ ∩x pontosan akkor, ha minden z ∈ x
esetén z ∈ y.
A részhalmaz-axióma alapján a Descartes-szorzat létezése is igazolható.

Az 〈x, y〉 rendezett pár � mint emlékszünk � �hivatalosan� az {{x}, {x, y}}

halmaz. Az u és v halmazok u × v Descartes-szorzata azoknak a rendezett
pároknak a halmaza, amelyek els® tagja u, a második pedig v eleme. Azaz:

u× v =def {z ∈ ℘℘(u ∪ v) : ∃w∃w ′(z = 〈w,w ′〉 & w ∈ u & w ′ ∈ v)}

Ha van Descartes-szorzat, akkor � már tudjuk � vannak relációk, függvények,
m¶veletek is.
A részhalmaz-axiómából � ha van legalább egy halmazunk � az üres hal-

maz létezése is következik: ha x halmaz, akkor {y ∈ x : y 6= y} is az.

A helyettesítés axiómája

A részhalmaz-axióma speciális esete a helyettesítés axiómájának, amely sze-
rint ha F(x, y) olyan formula, amelyre teljesül, hogy tetsz®leges x esetén

F(x, y) pontosan egy y esetén áll fenn, akkor tetsz®leges halmaz esetén

létezik az a halmaz, amelynek elemei az F(x, y) formula által az illet®

halmaz elemeihez rendelt halmazok:

∀x∃!yF(x, y)⇒ ∀z∃w∀u(u ∈ w⇔ ∃t(t ∈ z & F(t, u)))

1.9.3. Igazoljuk, hogy a részhalmaz-axióma valóban a helyettesítés axiómájának
speciális esete! [Útmutatás: tekintsük egy F(x) �tulajdonság� esetén alkalmazzuk a
helyettesítés axiómáját az F(x) és x = y formulával!]
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�Véges rendszámok�

Miután ideig eljutottunk, a Neumann-féle véges rendszámok mindegyiké-
nek a létezését igazolni tudjuk. A Neumann-féle véges rendszámok a termé-
szetes számok halmazelméleti �megfelel®i�:

0 =def ∅
1 =def {∅} = {0}

2 =def {∅, {∅}} = {0, 1}

3 =def {∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {0, 1, 2}

...

n+ 1 =def n ∪ {n} = {0, 1, 2, . . . n}

Minden v véges Neumann-rendszámra teljesül, hogy tetsz®leges x halmaz
esetén x ∈ v⇒ x ⊆ v; a Neumann-féle véges rendszámok halmazát legtöbb-
ször ω jelöli. Egy másik lehetséges természetesszám-modell a Zermelo-féle,
amely szerint 0 =def ∅ és n + 1 =def {n}. Ebben a modellben minden nem-
nulla �természetes szám� egyelem¶ halmaz, míg a Neumann-féle konstruk-
cióban az n �számnak� n eleme van. Olyan halmazunk azonban még nincs,
amelynek valamennyi véges rendszám � minek következtében végtelen sok �
eleme lenne. Ezen a t¶rhetetlen körülményen azonnal változtatunk. . .

A végtelenségi axióma. A természetes számok

Vezessük be az x+ =def x∪ {x} jelölést; x+-t x szukcesszorának nevezzük. A
végtelenségi axióma szerint létezik olyan halmaz, amelynek ∅ eleme, és

amelynek minden elemével együtt az illet® elem szukcesszora is eleme:

∃x(∅ ∈ x & ∀y(y ∈ x⇒ y+ ∈ x))

Minden ilyen halmaz a Dedekind-féle értelemben is végtelen. [A végtelen-
ségi axiómában is van némi önkény, elvégre a szukcesszor szerepét számos
más konstrukció is betölthetné, E szukcesszorának megfelelne például az {E}

halmaz is � a Zermelo-féle konstrukcióban ténylegesen ez a helyzet.]

1.9.4. Írjunk fel egy �alternatív� végtelenségi axiómát!

A természetes számok N halmazának létezését a végtelenségi axióma biz-
tosítja. Az N halmaz értelmezése (azaz létezésének igazolása) a következ®-
képpen megy. A végtelenségi axióma szerint létezik olyan x halmaz, amelyre
teljesül, hogy (i) ∅ ∈ x és (ii) ∀z(z ∈ x ⇒ z+ ∈ x). Legyen I egy ilyen
halmaz, ekkor létezik az

I∗ = {y ⊆ I : ∅ ∈ y & ∀z(z ∈ y⇒ z+ ∈ y)}
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halmaz is. (Igazoljuk!) Legyen ezek után

N =def

⋂
I∗

0 =def ∅
s =def {〈u, v〉 ∈ N× N : v = u+}

Belátható, hogy ezzel egy Dedekind�Peano-struktúrát de�niáltunk.
Mit is? Egy 〈M,o, f〉 hármas Dedekind�Peano-struktúra, ha (i) M hal-

maz és o ∈ M, (ii) f : M −→ M injektív függvény, (iii) minden m ∈ M
esetén f(m) 6= o, és (iv) minden x ⊆M esetén teljesül, hogy

(o ∈ x & (∀z ∈M)(z ∈ x⇒ f(z) ∈ x))⇒ x = M.

AzM halmazt a Dedekind�Peano-struktúra alaphalmazának, o-t a struktúra
�nullelemének�, f-et pedig a struktúra �rákövetkezésfüggvényének� nevezhet-
jük. A (iv) kikötés a teljes indukció �axiómája�: ha a struktúra alaphalmaza
egy X részhalmazának az o eleme, továbbá X zárt a rákövetkezésre (azaz ha
tetsz®leges x ∈M esetén abból, hogy x ∈ X, következik, hogy fx ∈ X), akkor
X egyenl® a struktúra M alaphalmazával.
A végtelenségi axióma legfontosabb következménye tehát: létezik egy �pro-

totípus� Dedekind�Peano-struktúra.

A fundáltság axiómája

A fundáltság axiómája (szokás regularitási axiómának is mondani) sze-
rint minden nemüres halmaznak van olyan eleme, amellyel magának a

halmaznak nincs közös eleme:

∀x(x 6= ∅⇒ ∃y(y ∈ x & y ∩ x = ∅))

A fundáltság axiómája szerint egyetlen x halmaz sem lehet eleme önmagá-
nak, ekkor ugyanis az {x} halmaz �rosszul fundált� lenne.

A kiválasztási axióma

A kiválasztási axiómának sok ekvivalens alakja létezik (kett®t más isme-
rünk is), az egyik leggyakrabban használatos a következ®: ha x és y halma-

zok, továbbá z ⊆ x × y olyan reláció, hogy x minden eleme megjelenik

z valamely elemének els® tagjaként, akkor van olyan függvény, amely x

minden eleméhez egy vele r relációban álló y-beli elemet rendel:

(∀u ∈ x)(∃v ∈ y)〈u, v〉 ∈ z⇒ (∃f : x −→ y)(∀w ∈ x)〈w, f(w)〉 ∈ z
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Azt mondjuk, hogy c a w halmaz kiválasztási halmaza, ha (i) c ⊆ ∪w és
(ii) minden x ∈ w esetén x∩c egyelem¶ halmaz. A kiválasztási axióma ekvi-
valens azzal, hogy minden nemüres és páronként diszjunkt halmazokból

álló halmaznak létezik kiválasztási halmaza.

Az eddig tárgyalt axiómák alkotják a ZFC axiómarendszert; a legtöbb
matemtikus és logikus ezt tekinti a halmazelmélétnek.

A kiválasztási axióma �gyengítései�

Az imént tárgyalt axiómánál valamvel gyengébb, mindazonáltal a legtöbb
célra megfelel a �függ® kiválasztás� axiómája is, amely szerint tetsz®leges
x halmaz és r ⊆ x× x esetén:

(a ∈ x & (∀z ∈ x)(∃w ∈ x)〈z,w〉 ∈ r)⇒⇒ (∃f : N −→ x)(f(0) = a & (∀n ∈ N)〈f(n), f(n+ 1)〉 ∈ r)

Az alkalmazásokban gyakran még ennél is kevesebb, a �megszámlálható

sok kiválasztás� axiómája is elegend®, amely szerint minden x halmaz és

z ⊆ N× x esetén

(∀u ∈ N)(∃v ∈ x)〈u, v〉 ∈ z⇒ (∃f : N −→ x)(∀w ∈ N)〈w, f(w)〉 ∈ z

1.9.5. Mit �mond� az utóbbi két axióma? Lássuk be, hogy a �megszámlálható sok
kiválasztás� axiómája következik az általános axiómából!

A �megszámlálható sok kiválasztás� axiómája alapján a fundáltság axi-
ómájának egy ekvivalens alakját is megadhatjuk. Azt mondjuk, hogy az
x �halmaz� rosszul fundált, ha van olyan f : N −→ x függvény, amelyre
x 3 f(0) 3 f(1) 3 f(2) 3 . . . ; x jól fundált, ha nem rosszul fundált. A fun-
dáltság axiómája ekkor (a �a függ® kiválasztás� axiómáját feltéve) ekvivalens
azzal, hogy minden nemüres halmaz jól fundált. Ω = {Ω} eszerint nem le-
het halmaz. Ha annak tekintenénk, akkor érdekes objektum lenne: egyelem¶,
és � bizonyos értelemben � mégis végtelen. . .

1.10. Grothendieck-univerzumok

Ebben a könyvben gyakran lesz szó nem-halmaznyi összességekr®l. Az ef-
féle �nagy� összességek (egyfajta) értelmezéséhez természetes keretet ad a
Grothendieck-univerzum fogalma.
Azt mondjuk, hogy egy U halmaz Grothendieck-univerzum, ha teljesül-

nek rá a következ®k:
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1. ha x ∈ U és y ∈ x, akkor y ∈ U, azaz U �lefelé zárt�: minden elemének
elemeit (és persze azok elemeit is stb.) tartalmazza;

2. ha x, y ∈ U, akkor {x, y} ∈ U, 〈x, y〉 ∈ U és x× y ∈ U: U bármely két
elemével együtt tartalmazza a bel®lük álló kételem¶ halmazt, a bel®lük
képzett rendezett párt és a Descartes-féle szorzatukat is;

3. ha x ∈ U, akkor ℘x ∈ U és ∪x ∈ U: U zárt a hatványhalmaz- és az
unióhalmaz-képzésre nézve is;

4. ω ∈ U: a Neumann-féle véges rendszámok halmaza (azaz a természetes
számok egy halmazelméleti modellje) is U elemei között van;

5. ha f : x −→ y szürjektív függvény, x ∈ U és y ⊆ U, akkor b ∈ U: ha az
U egy elemén értelmezett szürjektív függvény minden értéke U-beli,
akkor a függvény értékkészlete is az.

Egy U univerzum tehát valóban �univerzum� abban az értelemben, hogy
a ZF elmélet egy természetes modelljéül szolgál, azaz U elemei az U × U
halmazra megszorított ∈-relációval kielégítik a szokásos halmazelméleti axi-
ómákat.

1.10.1. Ellen®rizzük, hogy a (valamelyest) redundáns 1�5. feltételek alapján bi-
zonyítható az üreshalmaz-, a pár-, a hatványhalmaz- és az unióhalmaz-axióma,
valamint a végtelenségi axióma! A helyettesítés axiómájának az 5. kikötés feleltet-
het® meg.

Az, hogy létezik Grothendieck-univerzum, könnyedén formalizálható a
halmazelmélet �hivatalos� nyelvén, mindazonáltal meglehet®sen er®s feltevés.
Hogy mást ne mondjunk, egészen biztosan nem bizonyítható a ZFC elmélet
axiómái alapján, elvégre egy ilyen univerzum egyfajta �bels® modell� lenne,
amelynek létezése azt mutatná: a ZFC elmélet konzisztens. Márpedig Gödel
második nemteljességi tétele értelmében ZFC-b®l (amennyiben konzisztens)
ilyen állítás nem vezethet® le.
Tegyük fel mégis, hogy létezik (legalább egy) univerzum; �válasszunk egyet

magunknak�, és jelöljük (a változatosság kedvéért) U-val. Nevezzük most U
elemeit kis halmazoknak,U részhalmazait pedig osztályoknak. Az 1. kikötés
szerint U minden eleme egyúttal részhalmaz is, azaz minden kis halmaz
egyúttal osztály is.1 Fordítva ez nem áll: vannak osztályok (például maga az
U), amelyek nem kis halmazok. S®t, ha U-t jólfundáltnak tekintjük (miért

1Jegyezzük meg itt: a létezik a halmazelméletnek olyan axiómarendszere, amelyben osz-
tályok és halmazok egyaránt szerepelnek, de természetesen ezekben sem bizonyítható,
hogy létezik olyan összesség, amelynek minden osztály részhalmaza � újfent látjuk tehát,
hogy egy univerzum létezése meglehet®sen er®s kikötés. . .
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ne tekintenénk annak), akkor még az {U} egyelem¶ halmaz sem lehet �kicsi�
� ha ugyanis {U} ∈ U, akkor az 1. feltétel alapján U ∈ U, márpedig ezt a
jólfundáltság axiómája kizárja.
Ha tehát a következ®kben az összes halmaz (vagy csoport, vagy topolo-

gikus tér) �összességér®l� beszélünk, akkor nyugodtan gondolhatunk rájuk
úgy, mint egy U univerzum elemeire.
A könyv hátralév® részében mindazonáltal nem bolygatjuk a �magala-

pozás� �nom kérdéseit � az érdekl®d® Olvasónak a szakirodalmat ajánljuk
�gyelmébe.
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2. fejezet

Kategóriák

A könyv legfontosabb de�níciója következik � a könyvben lényegében immár
másodszor. Azt ugyanis, hogy mi egy kategória, már az is tudja, aki csupán
az 1.3. alfejezet rövid összefoglalásáig jutott el. Ezt most mint de�níciót is-
mételjük meg; a fejezet hátralév® részében jó néhány példa érzékelteti majd,
hogy a kategóriaelméleti keretbe nem csupán matematikai, de logikai és sze-
mantikai struktúrák is természetes módon beilleszthet®k.

2.1. De�níció

2.1.1 De�níció. Egy kategória objektumok és nyilak egy-egy összességé-

b®l áll, utóbbiak mindig két, egyértelm¶en meghatározott objektum között

�haladnak�; ha az f nyíl az A objektumból indul és a B objektumba érkezik,

azt vagy így jelöljük: f : A −→ B, vagy így: A
f

−→ B.

Minden E objektumhoz létezik egy 1E : E −→ E nyíl; ha pedig a g nyíl

onnan indul, ahova az f nyíl érkezik, azaz vannak olyan A, B és C objektu-

mok, hogy A
f

−→ B
g

−→ C, akkor mindig létezik a g és f által egyértelm¶en

meghatározott, A-ból induló és C-be érkez® g ◦ f : A −→ C nyíl.

1E-t az E-hez tartozó identitásnak, g ◦ f-et pedig g és f kompozíciójának
nevezzük. (Az �identitás-nyilakat� többnyire egyszer¶en 1-nyilaknak nevez-

zük.)

Az identitás �hatástalan�, azaz tetsz®leges A
f

−→ B
g

−→ C esetén 1B ◦f = f

és g ◦ 1B = g, a következ® diagram tehát kommutatív:

A
f //

f

��

B

g

��
1B

���

�����

B g
// C
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A kompozíció asszociatív, azaz A
f

−→ B
g

−→ C
h

−→ C esetén h ◦ (g ◦ f) =

(h ◦ g) ◦ f, tehát a következ® diagram is kommutatív:

A
f //

g◦f ��??????? B

g

��

h◦g

��@@@@@@@

C
h
// D

Jelölések

A kategóriákat általában kalligra�kus bet¶kkel jelöljük, leggyakrabban a C,
B, D bet¶kkel. Az objektumokat (többnyire az ábécé elejér®l választott)
nagybet¶kkel, a nyilakat pedig általában kisbet¶kkel jelöljük. [Ezt a kon-
venciót meglehet®sen nehéz lesz tartani. Bizonyos, igen fontos kategóriák-
ban ugyanis az objektumok éppenséggel egy másik kategóra nyilai. . . De ne
szaladjunk el®re!]
A C kategória objektumainak összességét Ob C, nyilainak összességét pedig

Ar C jelöli. A C kategória A és B objektumai között �haladó� nyilak összes-
ségét HomC (A,B) jelöli, a C indexet � ha nem okoz félreértést � többnyire
elhagyjuk.
Az f : A −→ B nyíl (egyértelm¶en meghatározott) A kezd®pontját Dom f,

B végpontját pedig Codom f jelöli.

A méret is számít

A de�nícióban objektumok és nyilak �összességér®l� beszélünk. Szándéko-
san nem használjuk a halmaz szót, ugyanis jó néhány olyan kategóriával
találkozunk majd, amelyben az objektumok �túl sokan vannak� ahhoz, hogy
halmazt alkothassanak. Ez a helyzet a legalapvet®bb példa, a halmazok ka-
tegóriája esetében is. Ennek a kategóriának az objektumai a halmazok (az
�összes halmaz összessége�), nyilai pedig a függvények. Ez a kategória olyan
fontos, hogy saját neve is van: Set � de objektumai nyilván nem alkotnak
halmazt. [Az összes halmaz összessége nem halmaz � emlékszik még az Ol-
vasó, hogy miért is nem?] Az azonban igaz, hogy a halmazok kategóriájában
minden Hom (A,B) összesség már halmaz: bármely két halmaz között csu-
pán �halmaznyi sok� függvény halad. Ha egy kategória ilyen, akkor lokálisan
kicsinek nevezzük. Ebben a könyvben kizárólag lokálisan kis kategóriákról
lesz szó, így ezt a tényt külön nem is fogjuk említeni. Ha egy C kategóriában
Ob C (és így automatikusan Ar C is) halmaz, akkor C-t kicsinek nevezzük.
A csapos közbeszólhat: az, hogy egy összesség �halmaznyi-e� vagy sem,

nyilván attól függ, hogy milyen halmazelméletet hozunk magunkkal a ka-
tegóriaelméleti vizsgálódáshoz. Igaza van. Akit ez a bizonytalanság zavar,
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gondolja azt, hogy az objektumok valamely konkrét halmazelméletben �
mondjuk ZFC-ben � létez®nek bizonyított objektumok, vagy azt, hogy egy
Grothendieck-univerzum elemei. A megkülönböztetés gyakran csupán ab-
ban merül ki, hogy ügyelnünk kell, mikor használjuk a �halmaz�, és mikor az
�összesség� (vagy az �osztály�) szavakat, illetve, hogy mikor beszélünk függ-
vényr®l, vagy egyszer¶en csak �hozzárendelésr®l�. Gyakran el®fordul, hogy
egy �nem halmaznyi� összesség minden eleméhez egyértelm¶en hozzáren-
deljük egy szintén �túl nagy� összesség pontosan egy elemét � ezzel semmi
probléma nincs, csak arra �gyeljünk, hogy ezekben az esetekben a �függvény�
terminus technicus nem alkalmazható. [Nyilván emlékszik az Olvasó: egy
fügvény olyan 〈E, F, Rf〉 hármas, amelyben E és F is halmaz, R pedig E×F egy
részhalmaza.] Ezzel a körültekintéssel járunk el a következ® megjegyzésben
is.
Ha C lokálisan kis kategória, akkor a kompozícióképzés egy ◦〈A,B,C〉 �függ-

vényösszességet� határoz meg (ahol A,B,C ∈ Ob C): tetsz®leges A, B, és C
objektumok esetén ◦〈A,B,C〉 az a Hom (A,B) × Hom (B,C) −→ Hom (A,C)

függvény, amelynek hozzárendelési szabálya: 〈f, g〉 7→ g◦ f. Ha C kicsi, akkor
függvényhalmazt kapunk.
A de�níció szerint a kompozíciókat tagjaik egyértelm¶en meghatározzák,

az identitások esetében azonban nem kötjük ki az egyértelm¶séget. Ez nem
véletlen: az identitások kompozíció szempontjából való hatástalansága már
garantálja, hogy tetsz®leges A objektumnak egyetlen identitásnyila van. Ha
az 1A és az 1 ′A nyilak egyaránt teljesítik ezt a követelményt, akkor 1A =

1A ◦ 1 ′A = 1 ′A. [Ez a megjegyzés a �gyelmes Olvasónak nyilván nem új.]

És ha csak nyilak vannak?

Egy kategória objektumai és 1-nyilai párba állíthatók: minden objektumnak
van egy 1-nyila, és minden 1-nyíl egyértelm¶en meghatároz egy objektumot:
azt, amelyikb®l indul, és amelybe érkezik. Ha ezt a tényt nagyon komolyan
akarjuk venni, akkor a kategória de�nícióját kizárólag nyilakkal is megfogal-
mazhatjuk.
Lássuk, hogyan. Egy kategória ebben az esetben nyilak összessége; bizo-

nyos nyílpárok esetében értelmezve van azok (sorrendt®l függ®) kompozí-
ciója; az f és g nyilak kompozícióját f ◦ g jelöli. Az e nyilat identitásnak
(vagy 1-nyílnak) nevezzük, ha teljesül rá a következ®: tetsz®leges f nyíl ese-
tén, amennyiben f ◦ e értelmezve van, úgy f ◦ e = f, és tetsz®leges g esetén,
amennyiben g ◦ e értelmezve van, úgy g ◦ e = g. Ha f, g és h olyan nyilak,
amelyekre az f ◦ g és a g ◦ h nyíl egyaránt értelmezve van, akkor értelmezve
van az f ◦ (g ◦ h) és az (f ◦ g) ◦ h nyíl is, és f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h. Végül:
tetsz®leges f nyíl esetén létezik e1 és e2 1-nyíl, amelyre e1 ◦ f = f, illetve
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f ◦ e2 = f.

2.1.1. Gondoljuk meg, hogy az �alternatív de�níció� valóban pontosan �ugyan-
olyan� struktúrákat ad-e meg, mint a �hivatalos�!

A szerz®k többsége � így e könyvé is � ragaszkodik az objektumok és a
nyilak �elkülönítéséhez�. Ennek egyszer¶ oka van: a vizsgált konkrét kategóri-
ákban általában egészen más egy objektum, illetve egy nyíl (interpretációja),
nem érdemes az �egységes felfogás� oltárán feláldozni a különböz®ségüket.

2.2. Izomor�zmus. Terminátor. Iniciális objek-
tum

Egy kategória két objektuma �lényegében megkülönböztethetetlen�, ha a ka-

tegóriaelmélet nyelvén nem tudunk különbséget tenni köztük. Ez adja a
következ® � a könyvben a második legfontosabb � de�níció jelent®ségét.

2.2.1 De�níció. Egy C kategória A és B objektuma izomorf, ha van olyan

f : A −→ B és g : B −→ A nyíl, amelyre teljesül, hogy g◦f = 1A és f◦g = 1B.

Az ilyen nyilakat izo nyilaknak nevezzük; egy f : A −→ B nyíl tehát izo, ha

van olyan g : B −→ A, hogy g ◦ f = 1A és f ◦ g = 1B.

Ha f : A −→ B izo, akkor pontosan egy olyan g van, amellyel g ◦ f = 1A

és f ◦ g = 1B. Valóban, ha g1 és g2 egyaránt ilyenek, akkor g1 = g1 ◦ 1B =

g1 ◦ (f ◦g2) = (g1 ◦ f) ◦g2 = 1A ◦g2 = g2. A g nyilat f inverzének nevezzük,
és f−1-gyel jelöljük. Nyilvánvaló, hogy ilyenkor maga a g is izo nyíl: g−1 = f;
világos tehát, hogy tetsz®leges f izo nyíl esetén (f−1)−1 = f. Az objektumok
fel®l tekintve az iménti fejtegetések így foglalhatók össze: az izomor�zmus
szimmetrikus reláció, azaz ha A izomorf a B-vel, akkor B izomorf az A-val �
tetsz®leges A, illetve B objektum esetén.1

Minden 1-nyíl izo: ehhez elég felidézni, hogy 1A ◦ 1A = 1A. Eszerint tehát
egy kategória minden objektuma izomorf önmagával, az izomor�zmus-reláció
tehát re�exív.
Izo nyilak kompozíciója is izo nyíl. Ha ugyanis f : A −→ B és g : B −→ C

egyaránt izo nyilak, akkor g◦f : A −→ C is izo, amelynek inverze az f−1◦g−1 :

C −→ nyíl: mint az könnyen ellen®rizhet®, (g−1 ◦ f−1) ◦ (f ◦ g) = 1A és
(f◦g)◦(g−1◦f−1) = 1B. Az objektumok fel®l nézve ez éppen az izomor�zmus-
reláció tranzitivitása: ha egy C kategóriában A izomorf B-vel és B izomorf
C-vel, akkor A izomorf C-vel.

1Ez a �reláció� persze nem feltétlenül a halmazelméleti értelemben vett reláció (csak
akkor, ha a vizsgált kategória kicsi). Ennyi pongyolaságot azonban megengedhetünk ma-
gunknak.
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A halmazok kategóriájában az izo nyilak a bijektív függvények; ebben
a kategóriában tehát két objektum (halmaz) pontosan akkor izomorf, ha
�ugyanannyi� elemük van. [Abban az értelemben, hogy elemeik �párba ál-
líthatók�. Gondoljuk meg: ha az asztalon két kupac lencse van, akkor azt,
hogy a két kupacban ugyanannyi lencse van-e, kétféleképpen is eldönthetjük.
Megtehetjük, hogy megszámoljuk mindkét kupac elemeit, és ha ugyanazt a
számot (mondjuk a 2009-ot) kapjuk, akkor a két kupacnak nyilván ugyan-
annyi eleme van. Eljárhatunk azonban úgy is, hogy mindkét kupacból elve-
szünk egy-egy szemet. Ha ezt ismételve �összességeink� egyszerre fogynak el,
akkor ugyannannyi elemük van. Az els® módszer csak véges halmazokra, a
második viszont tetsz®leges két halmaz esetén alkalmazható. Leszámítva azt
az elhanyagolható körülményt, hogy végtelen halmazok esetén eljárásunknak
� értelemszer¶en � mi nem tudunk a végére járni. . . ]

Különböz® megkülönböztethetetlenek?

Ha egy C kategória két objektuma izomorf, akkor köztük � a kategóriaelm-
let nyelvén � nem tudunk különbséget tenni: bármi, ami az egyikre igaz,
igaz a másikra is. A halmazok kategóriájában például egy K kételem¶ hal-
mazt így jellemezhetünk: tetsz®leges T egyelem¶ halmaz esetén pontosan
kett® T −→ K nyíl létezik. Ilyen halmaz természetesen végtelen (nem is hal-
maznyi) sok van, amelyek � mint halmazok, azaz legalább egy elemükben �
mind különböz®ek. A Set kategóriában azonban nem különböztethet®k meg,
minden olyan állítás, amely az egyikre igaz, igaz a másikra is. Érdemes ehe-
lyütt megjegyezni, hogy a halmazelmélet atyja, Georg Cantor éppenséggel
ilyennek gondolta a halmazokat: olyan objektumok összességének, amelyek
egymástól csupán �numerikusan� különböznek, azaz annyiban, hogy az egyik
az egyik, a másik meg egy másik. . .

Terminátor

A Set kategóriában két izomorf objektum között általában több izo nyíl is
halad; ha például az E és az F halmaz egyaránt n elem¶, akkor az E −→ F

izo nyilak - azaz az E −→ E bijekciók � száma éppen n! = n ·(n−1) · . . . ·2 ·1.
Az egyelem¶ halmazok ebb®l a szempontból (is) kivételesek: bármely kett®
között pontosan egy nyíl halad, és az izo. A Set kategóriában tehát ezek az
objektumok nem �csupán� izomorfak, hanem ennél több is igaz: közöttük
pontosan egy izo nyílpár halad. Lássuk most az �egyelem¶ség� absztrakt
meghatározását.

2.2.2 De�níció. A C kategória egy T objektumát terminális objektumnak
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(röviden terminátornak) nevezzük, ha C tetsz®leges A objektuma esetén pon-

tosan egy A −→ T nyíl létezik.

Ha T terminátor, akkor tetsz®leges A objektum esetén az egyetlen A −→ T

nyilat gyakran !A jelöli.
A halmazok kategóriájában minden egyelem¶ halmaz terminátor: ha T

egyelem¶, akkor tetsz®leges E halmaz esetén pontosan egy f : A −→ T függ-
vény létezik, az a (konstans) függvény, amely A minden eleméhez a T egyet-
len elemét rendeli.

2.2.3. Állítás. Ha egy C kategóriában T1 és T2 egyaránt terminátorok, ak-

kor izomorfak, és pontosan egy T1 −→ T2 (illetve T2 −→ T1) izo nyíl létezik.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy T1 és T2 terminális objektumok. Mivel T2 termi-

nális, pontosan egy T1 −→ T2 nyíl létezik, jelölje ezt f. De ugyanúgy igaz az is,

hogy pontosan egy T2 −→ T2 nyíl létezik. Ez utóbbi viszont csak az 1T2 1-nyíl

lehet, amelynek � kategóriáról lévén szó � mindenképpen léteznie kell. Hasonlóan:

pontosan egy T2 −→ T1 nyíl (jelölje azt g) és pontosan egy T1 −→ T1 nyíl � jelesül

az 1T1 1-nyíl � létezik. A g◦ f kompozíció, amelynek a kategória de�níciója szerint

léteznie kell, csak T1 −→ T1 nyíl lehet. Mivel azonban ilyenb®l csak egy van, azt

kapjuk, hogy g ◦ f = 1T1 . A gondolatmenetet mutatis mutandis megismételve:

f ◦ g = 1T2 . ♥

2.2.4. Állítás. Tegyük fel, hogy T a C kategória egy terminális objektuma,

és hogy az f : T −→ T ′ nyíl izo. Ekkor T ′ is terminális objektum.

Bizonyítás: Legyen tehát T egy terminátor, f : T −→ T ′ pedig egy izo nyíl az
f ′ : T ′ −→ T inverzzel; ekkor tehát f ◦ f ′ = 1T ′ és f

′ ◦ f = 1T . Azt kell igazolnunk,
hogy T ′ is terminátor, azaz tetsz®leges C objektum esetén pontosan egy C −→ T ′

nyíl létezik. Legyen tehát C tetsz®leges objektum. Mivel T terminátor, azért létezik
(pontosan) egy !C : C −→ T nyíl. Az f◦!C nyíl eszerint C-b®l indul és T ′-be érkezik:
legalább egy C −→ T ′ nyíl tehát létezik. Annak igazolásához, hogy legfeljebb egy
ilyen nyíl van, tegyük fel, hogy g1 és g2 egyaránt C −→ T ′ nyilak. Mivel f ′ ◦ g1 és
f◦g2 egyaránt C −→ T nyilak, így mindkett®nek azonosnak kell lennie az (egyetlen
ilyen) !C nyíllal, minek következtében f1 ◦ g1 = f ′ ◦ g2. Ezután a már többször
bevált trükkhöz folyamodunk:

g1 = 1T ′ ◦ g1 = f ◦ f ′ ◦ g1 = f ◦ f ′ ◦ g2 = 1T ′ ◦ g2 = g2,

g1 és g2 tehát nem különbözhetnek egymástól, T ′ valóban terminátor. ♥
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Iniciális objektum

Mint emlékszünk, az ∅ üres halmaz (egyik) meghatározó tulajdonsága, hogy
tetsz®leges A halmaz esetén pontosan egy ∅ −→ A függvény létezik. Ez a
tulajdonság is általánosítható tetsz®leges kategóriára.

2.2.5 De�níció. A C kategória egy I objektumát iniciális objektumnak ne-

vezzük, ha C tetsz®legs A objektuma esetén pontosan egy I −→ A nyíl

létezik.

A Set kategóriában tehát ∅ az inciális objektum, a meghatározottsági axi-
óma szerint ugyanis nem létezhet két különböz® üres halmaz. Egy tetsz®leges
C kategóriában ennél valamivel kevesebbet tudunk csak bizonyítani:

2.2.1. Ha egy C kategóriában I1 és I2 egyaránt iniciális objektumok, akkor izo-
morfak, és pontosan egy I1 −→ I2 (illetve I2 −→ I1) izo nyíl létezik.

A 2.2.4. Állítás párja is igazolható:

2.2.2. Tegyük fel, hogy I a C kategória egy iniciális objektuma, és hogy az f :

I −→ I ′ nyíl izo. Bizonyítsuk be, hogy ekkor I ′ is iniciális objektum!

Vegyük észre: a terminális és az iniciális objektum de�níciója csak a nyilak
irányában különbözik egymástól, a szerz® tehát nem követett el merényletet,
amikor az iniciális objektumok izomor�ájának igazolását az Olvasóra hagyta.
(Ilyen �duális� fogalompárral már találkoztunk és még sokszor találkozni is
fogunk. Hamarosan precízebben is tisztázni fogjuk, hogy mit is jelent ez a
�dualitás� � persze az Olvasó már most kipróbálhatja magát.

2.2.3. Mutassuk meg, hogy a halmazok kategóriájában az injektivitás és a szür-
jektivitás �duális� fogalmak! [Útmutatás: idézzük fel az 1.8. alfejezet tételeit.]

2.3. A halmazok kategóriája

Az els® fejezet lényegében err®l a kategóriáról szólt, néhány példán érzékel-
tettük, hogy mi mindent el lehet mondani csupán a nyilak segítségével. Az
Olvasó nyilván emlékszik, hogyan adtuk meg az üres halmaz, a nemüres-
ség, az egyelem¶ség, az injekció, a szürjekció és a bijekció csak függvényeket
használó meghatározásait. A sornak még messze nincs vége, a továbbiak-
ban számos halmazelméleti konstrukcióról kiderül, hogy � az alkalmazások
szempontjából kimerít®en, bár általában �csak izomor�zmus erejéig� � egy-
értelm¶en meghatározhatók kizárólag nyilakra hivatkozva.
A Set kategória jelent®ségét mutatja, hogy benne minden kis kategória

�reprezentálható�.
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2.3.1. Tétel. Bármely C kis kategóriához megadható egy olyan kategória,

amelynek objektumai halmazok, nyilai pedig függvények, és amelyre teljesül,

hogy objektumai és nyilai bijektíven megfeleltethet®k az Ob C és az Ar C ele-
meinek, méghozzá úgy, hogy az identitások képei identitások, a kompozíciók

képei pedig a képek kompozíciói.

Bizonyítás: Mivel C kicsi, csupán halmaznyi sok nyíl van benne. Halmaz tehát
tetsz®leges A ∈ Ob C esetén az A-ba érkez® nyilak A∗ = {f : Codom f = A}

összessége is. Tetsz®leges f : A −→ B C-beli nyíl egyértelm¶en meghatároz egy
f∗ : A∗ −→ B∗ függvényt: azt, amelyiknek hozzárendelési szabálya: g 7→ f ◦ g. (Ha
g az A-ba, akkor f ◦ g valóban a B-be érkezik.)

Belátjuk, hogy a ∗-gal indexelt halmazok, illetve függvények pontosan olyan
kategóriát alkotnak, amilyet a tétel kíván.

Tekintsük az E∗ = {f : Codom f = E} halmazt. Az 1E∗ nyíl csak az E∗ −→
E∗ identikus függvény lehet, amely az E∗ halmaz minden g eleméhez önmagát
rendeli. Világos azonban, hogy ekkor 1E∗ éppen 1∗E, elvégre az utóbbi függvény
hozzárendelési szabálya g 7→ 1E ◦ g = g. 1-nyilak tehát az új kategóriában is
léteznek, és � jók� is: egyértelm¶en megfeleltethet®k a C kategória 1-nyilainak, és
mint függvények, pontosan azt teszik, amit az identitásoknak tenniük kell.

Ami a kompozíciókat illeti: ha f : A −→ B és g : B −→ C a C kategória nyilai,

akkor a (g ◦ f)∗ : A∗ −→ C∗ függvény az A∗ halmaz tetsz®leges h eleméhez a

C∗-beli (g◦f)◦h nyilat rendeli. Ez a függvény azonban éppen a g∗ ◦f∗ : A∗ −→ C∗

függvény, amelynek hozzárendelési szabálya: h 7→ g ◦ (f ◦ h). Két C-beli nyíl kom-

pozíciójának képe tehát valóban a nyilak képeinek kompozíciója, az asszociativitás

pedig � függvényekr®l lévén szó � nyilvánvaló. ♥

2.3.1. Bizonyítsuk be a tételt úgy, hogy az A∗ halmazok helyett az A∗∗ = {f ∈
ArC : Dom f = A} halmazokból indulunk ki!

A C és a SetC kategória tehát �lényegében� megegyezik. Mondhatjuk-e,
hogy izomorfak? Egyel®re nem, hiszen még nem értelmeztünk olyan kate-
góriát, amelynek objektumai kategóriák � de nem lesz ez mindig így. (Az
Olvasó persze már most elgondolkodhat azon, hogy mik lennének a nyilak a
kategóriák kategóriájában.)

2.3.2. Az összes halmaz összességén a függvényeknél általánosabb nyilakkal is
értelmezhetünk kategóriát. Tekintsük A −→ B nyilaknak az olyan 〈A,B, R〉 hár-
masokat, amelyekben R ⊆ A × B halmaz tetsz®leges részhalmaz lehet. Az ilyen
R-eket � mint emlékszünk � relációknak neveztük. Az f : A −→ B és a g : B −→ C

nyilak kompozíciója az az 〈A,C, Rf◦G〉 nyíl, amelyben

Rg◦f = {〈a, c〉 ∈ A× C : létezik olyan b ∈ B, amellyel 〈a, b〉 ∈ f és 〈b, c〉 ∈ g}.

Igazoljuk, hogy az 〈A,A,∆A〉 hármasok megfelelnek 1-nyilaknak, a kompozíció
pedig asszociatív � azaz valóban egy kategóriát adtunk meg! [Ebben a � Rel-nek
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nevezett � kategóriában Set is benne foglaltatik, elvégre a nyilak között ott vannak
a függvények is.]

2.3.3. Egyszer¶bb, mindazonáltal még mindig �halmazos� kategóriát tetsz®leges E
halmazból kiindulva értelmezhetünk. Legyenek az objektumok a ℘E halmaz elemei
(azaz E részhalmazai), két objektum között pedig haladjon nyíl pontosan akkor, ha
az els® részhalmaza a másodiknak. Igazoljuk, hogy így valóban kategóriát kaptunk!

2.3.4. Általánosítsuk az el®bbi példát úgy, hogy az objektumok között �minden�
halmaz ott legyen.

2.4. Egyszer¶bb példák

A halmazok kategóriája a legkézenfekv®bb kategória, de messze nem a leg-
egyszer¶bb. Sokkal �átláthatóbb� például ez:

Aki nem látja, jól látja: ennek a kategóriának egyetlen objektuma (és így
egyetlen nyila) sincs. A de�nícióban foglaltak persze mind igazak rá � üresen,
mint a zöldség az üres halmaz összes elemér®l. Ezért (is) nevezhetjük az üres
kategóriának, ha �néven� akarjuk nevezni, akkor a 0 jelet használhatjuk.
(Emlékezzünk vissza, hogy a 0 halmazelméleti �megfelel®je� a Neumann- és
a Zermelo-féle de�níció szerint is az ∅.)

2.4.1. Jogos-e az �az� kitétel?

Az üres kategóriánál valamivel bonyolultabb � de még mindig könnyen át-
látható szerkezet¶ � az a kategória, amelyben egyetlen objektum (jelöljük
A-val) és egyetlen nyíl van. Az utóbbi csak az identitás lehet, kategóriánk
tehát így néz ki:

A1A 88

Ebben a kategóriában a kompozíciók is egyszer¶ek: az 1A nyíl önmagával
vett kompozíciói. Ezek nem lépik át saját árnyékukat, elvégre 1A ◦ 1A is
csak 1A lehet. Ezt a kategóriát 1 jelöli.

2.4.2. Ellen®rizzük, hogy teljesül-e minden, amit egy kategóriától megkövetel-
tünk!

Lássuk, milyen egyszer¶ kategóriák adhatók meg két objektummal. A leg-
egyszer¶bb az, amelyben mindössze két nyíl van: a két identitás:

A1A 88 B 1B

yy
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Az olyan kategóriát, amelyben csak 1-nyilak vannak, diszkrét kategóriának
nevezzük, elvégre ilyenkor az objektumok csak magukkal foglalkoznak, nem
avatkoznak egymás dolgaiba. Egy diszkrét kategóriában minden objektum
egyszerre terminális és iniciális, és bármely objektum egyedül önmagával
izomorf.
Valamivel bonyolultabb a kép, ha a két objektum között is halad � pon-

tosan � egy nyíl:
A1A 88 f

// B 1B

yy

Ebben a kategóriában már többféle kompozíció létezik: az ideintitások önma-
gukkal vett kompozíciói, illetve f◦1A és 1B◦f. Azt, hogy ezek a kompozíciók
melyik nyilakat adják meg, a de�nícióban szerepl® axiómák egyértelm¶en
rögzítik. [Hogyan?] Ennek a kategóriának is van neve: 2. Ebben a kategó-
riában A iniciális, B pedig terminális objektum; a kett® ugyanakkor nem
izomorf. [Miért?]
Következzen most az a kategória, amelyben két objektum van, két nem-

identitás nyíllal:

A1A 88
f

66

g
((
B 1B

yy

A kompozíciók itt sem hagynak helyet az önkénynek � csakúgy, mint a

A1A 88
f

66 B

g
vv

1B

yy

kategóriában.

2.4.3. Ellen®rizzük, hogy a bemutatott kétobjektumú kategóriáink valóban azok!
Vannak-e az utóbbi kett®ben iniciális vagy terminális objektumok?

Tekintsük most a következ® diagramot! (Diagramnak nevezünk tetsz®le-
ges ábrát, amelyben objektumok és nyilak vannak, és � persze � minden nyíl
esetében egyértelm¶, hogy melyik objektumok között halad.)

A1A 88
h

66
f
((
Bgoo 1B

yy

Kategóriát ad-e meg ez a diagram? A g ◦ f kompozíció csak A −→ A nyíl
lehet, ilyen viszont csak egy van: 1A. Eszerint tehát g ◦ f = 1A. Az f ◦ h
kompozíció csak B −→ B nyíl lehet, így neki sincs sok választása: f◦h = 1B.
Eszerint (g ◦ f) ◦ h = 1A ◦ h = h, mivel azonban g ◦ (f ◦ h) = g ◦ 1B = g,
diagramunk nem lehet kategória, egy kategóriában ugyanis (g ◦ f) ◦ h =

g ◦ (f ◦ h).
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Láttunk már 0-t, 1-et, 2-t � lássuk most a 3-at!

A1A 88
g◦f //

f ��??????? C 1C

yy

B

1B

YY

g

??�������

2.4.4. Hogyan folytatnánk a sort?

2.4.5. Hány olyan � lényegileg � különböz® kategória van, amelyben pontosan
három, illetve pontosan négy nyíl van?

Mit jelent az, hogy �lényegileg különböz®�? Ezen a ponton az Olvasó in-
tuíciójára bízzuk a választ. Ha arra gondol, hogy a �lényegileg azonos� vala-
miféle izomor�zmus, akkor nem jár messze az igazságtól. . . Ehhez ugyanarra
van szükségünk, amit már az el®z® alfejezet végén is hiányoltunk: kategóri-
ára, amelynek objektumai is kategóriák.

2.5. Rendezések

Legyen E egy halmaz, ≤ pedig egy E-n értelmezett, re�exív és tranzitív

reláció. Ez a következ®t jelenti: az E halmaz tetsz®leges x eleme esetén x ≤ x,
és E tetsz®leges x, y és z elemei esetén x ≤ y és y ≤ z egyidej¶ fennállásából
x ≤ z következik.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy E-n egy el®rendezést adtunk meg, vagy hogy

E el®rendezett halmaz, vagy hogy az 〈E,≤〉 �struktúra� egy el®rendezés. Je-
gyezzük meg: egy el®rendezés nem feltétlenül �sorba� rendezés: egy sík egye-
neseinek halmazán értelmezett párhuzamosság éppúgy el®rendezés, mint �
mondjuk � a természetes számokon értelmezett ≤ vagy =.
Ha egy E halmazon értelmeztünk egy ≤ el®rendezést, akkor egyúttal egy

kategóriát is megadtunk: azt a kategóriát, amelynek objektumai az E halmaz
elemei, és amelyben az A objektumból a B objektumba pontosan akkor halad
(pontosan egy) nyíl, ha a szóban forgó rendezésben A ≤ B. Az identitások
létezését ≤ re�exivitása, a kompozíciókét pedig ≤ tranzitivitása garantálja.
Az identitások automatikusan � jól viselkednek�. [Miért?]
A konstrukció megfordítható. Ha egy kategóriában igaz, hogy bármely két

objektum között legfeljebb egy nyíl halad � azaz valamennyi Hom-halmaz
legfeljebb egyelem¶ �, akkor −→ egy el®rendezés az objektumok összességén.
Mivel el®rendezések szinte mindenütt el®fordulnak, meg�gyelésünk alap-

ján garmadával gyárthatunk példákat kategóriákra.
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Az el®z® alfejezetben szerepl® 1, 2 és 3 kategóriákban minden Hom-halmaz
pontosan egyelem¶ � ezek tehát mind megfelelnek, csakúgy, mint a 0, amely-
ben �a� Hom-halmazoknak éppen eggyel kevesebb elemük van. . .
Számhalmazainkból � N, Z, Q, R � a szokásos ≤ rendezéssel kategóriákat

származtathatunk. A Z, vagy az N halmazon értelmezett ‖ (�osztója�; a‖b
azt jelöli, hogy a osztója b-nek, azaz van olyan c szám, hogy ac = b) reláció
ugyancsak el®rendezés, ahogy bármely E halmaz esetén a ℘E hatványhalma-
zon a ⊆ reláció is az.
A példákban szerepl® rendezésekre jóval több is igaz, mint a re�exivitás

és a tranzitivitás. Némelyik például antiszimmetrikus: x ≤ y és y ≤ x

egyidej¶ fennállásából tetsz®leges x és y esetén x = y következik, és akad
köztük lineáris is: ekkor tetsz®leges x és y esetén x ≤ y és y ≤ x közül
legalább az egyik fennáll. (A re�exív, antiszimmetrikus és tranzitív relációkat
részbenrendezésnek nevezzük.)

2.5.1. A fent említet relációk közül melyik antiszimmetrikus, illetve lineáris? És
mi a helyzet az emberek halmazán értelmezett ♥ relációval? [A világirodalom m¶-
veinek jelent®s része azt igazolja, hogy ♥ (i) nem szimmetrikus (viszonzatlan sze-
relmek. . . ) (ii) nem tranzitív (szerelmi háromszög-sztorik) vagy (iii) nem re�exív
(önpusztítós történetek. . . ).]

A rendezett halmazokból származtatott kategóriákban az inciális, illetve a
terminális objektum � ameny-
nyiben létezik � a rendezés szerinti abszolút minimum, illetve maximum.
[A 〈E,≤〉 rendezett halmaznak x maximális (minimális) eleme, ha minden
y ∈ E esetén x ≤ y (y ≤ x).] Z-ben mint kategóriában (a szokásos ≤ rende-
zéssel) sem iniciális, sem terminális objektum nincs; N-ben mint kategóriá-
ban (szintén a szokásos ≤ rendezéssel) 0 iniciális, terminátor azonban nincs;
egy A halmaz ℘A hatványhalmazában mint kategóriában (ahol a nyilak a
⊆-relációk mentén haladnak), ∅ az iniciális, A pedig a terminális objektum.

2.5.2. Bizonyítsuk be, hogy egy el®rendezésb®l származtatott kategóriában nem
létezhet két különböz® izomorf objektum!

Rendezett halmazok kategóriái

Az el®rendezett halmazok tehát tekinthet®k kategóriának. Ez azonban nem
az egyetlen módja annak, hogy el®rendezésekb®l kategóriát kapjunk. Tekint-
sük ugyanis el®rendezett halmazok egy �összességét�. [Egy ilyen �összesség�
nem feltétlenül halmaz. Az összes el®rendezett halmaz halmaza például nem
létezik � miért nem?] Legyen 〈E1,≤1〉 és 〈E2,≤2〉 két rendezett struktúra; azt
mondjuk, hogy az f : E1 −→ E2 függvény monoton, ha tetsz®leges x, y ∈ E1
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esetén abból, hogy x ≤1 y, következik, hogy fx ≤2 fy.1 A monoton függvé-
nyekre vonatkozóan könnyen igazolható a következ® két tény:
� az 1E identikus függvény tetsz®leges E-n értelmezett el®rendezés esetén

monoton;
� monoton függvények kompozíciója is monoton: ha 〈E1,≤1〉 és 〈E2,≤2〉

és 〈E3,≤3〉 el®rendezett halmazok, f : E1 −→ E2 és g : E2 −→ E3 pedig
monoton fügvények, akkor monoton a g ◦ f : E1 −→ E3 összetett függvény
is.

2.5.3. Igazoljuk, hogy a fenti két tény könnyen igazolható!

Ezzel beláttuk: ha adott el®rendezett halmazoknak egy összessége, akkor
ez az összesség a halmazok között haladó monoton függvényekkel mint nyi-
lakkal kategóriát alkot.
A rendezett halmazok egy kategóriájában az izo nyilak azok a monoton

bijekciók, amelyeknek az inverze is monoton. Jegyezzük meg: egy monoton
bijekció inverze nem feltétlenül monoton. Ha például az E1 = {a, b, c, d}

halmazon a ≤1 el®rendezést az a ≤1 b, c ≤1 d relációk, az E2 = {e, f, g, h}

halmazon a ≤2 el®rendezést pedig az e ≤2 f ≤2 g ≤2 h relációk adják meg,
akkor az az m : E1 −→ E2 bijekció, amelynél m(a) = e, m(b) = f, m(c) = g

és m(d) = h � mint az könnyen ellen®rizhet® �, monoton, az m−1 inverz
függvény azonban nem az: f ≤2 g teljesül,m−1(f) = b ésm−1(g) = c között
azonban nem áll fenn a ≤1 reláció.

2.5.4. Milyen feltételek mellett lesz egy monoton 〈E1,≤1〉 −→ 〈E2,≤2〉 monoton
bijekció inverze is monoton?

A rendezett halmazok között a monoton függvények a struktúratartó le-

képezések. Másféle struktúrákban másfajta függvények lesznek a struktúra-
tartók � de ahhoz, hogy kategóriáról beszélhessünk, általában elég azt iga-
zolni, hogy struktúratartó nyilak kompozíciója is struktúratartó. Az identi-
kus függvények semmit nem tudnak elrontani, a struktúrát sem.

2.6. Algebrai struktúrák

Míg a rendezett halmazok esetében egy reláció, az algebrai struktúrák eseté-
ben egy (vagy több) m¶velet adja a struktúra alapját. A m¶velet absztrakt

1Ez az (általános) monotonitásfogalom nem ugyanaz, mint amelyet a valós függvények
esetében használtunk. Egy f : R −→ R függvény esetében a monotonitás � mint emlék-
szünk � azt jelentette: f monoton növekv®, vagy monoton csökken®. Jegyezzük azonban
meg: ha 〈E,≤〉 el®rendezés, akkor 〈E,≥〉 is az, ≥ az reláció, amelynek egy 〈a, b〉 rendezett
pár pontosan akkor eleme, ha 〈b, a〉 eleme a ≤ relációnak.
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fogalma � például � a számokkal végzett egyszer¶ m¶veletekb®l származ-
tatható. Ha �mindent®l eltekintünk� (azaz eléggé hunyorítunk), akkor a �
mondjuk a természetes számok halmazán értelmezett � összeadás, a szor-
zás vagy a hatványozás lényege ugyanaz: két számhoz hozzárendelünk egy
harmadikat. Az összeadás és a szorzás esetében a két szám sorrendje nem
számít, a hatványozás esetében azonban már igen: ab és ba általában nem
egyenl®k.

2.6.1. Adjuk meg az összes olyan 〈a, b〉 természetes számpárt, amelyekre teljesül,
hogy ab = ba.

Az összeadás, a szorzás vagy a hatványozás esetében tehát rendezett szám-
párokhoz rendelünk egy számot. Ha most eltekintünk attól is, hogy mind az
input(ok), mind az output szám, akkor már meg is kaptuk a m¶velet absz-
trakt de�nícióját: az E×E −→ E függvényeket E-n értelmezett (kétváltozós)
m¶veleteknek nevezünk. A kétváltozós m¶veletek tehát egy halmaz elemei-
b®l képezett rendezett párokhoz a szóban forgó halmaz egy elemét � az adott
inputokhoz tartozó outputot � rendelik. Ha a m¶velet a �, akkor �(〈a, b〉)
helyett általában a�b-t írunk. Ha E egy halmaz, � pedig egy E-n értelmezett
m¶velet, akkor a 〈E, �〉 rendezett párt algebrai struktúrának, az E halmazt
pedig a struktúra alaphalmazának nevezzük. Gyakran magát a struktúrát is
csupán az alaphalmaz �neve� jelöli.

Félcsoportok, monoidok, csoportok

Azt mondjuk, hogy az 〈E, �〉 algebrai struktúra félcsoport, ha a � asszociatív
m¶velet, azaz tetsz®leges x, y, z ∈ E esetén (x�y)�z = x�(y�z). Az E halmaz
egy e elemét az 〈E, �〉 algebrai struktúra neutrális elemének nevezzük, ha
minden x ∈ E esetén x � e = e � x = x. A neutrális elemmel rendelkez® fél-
csoportokat monoidnak nevezzük, a kit¶ntetett elemet általában a monoid
�nevében� is felt¶ntetjük: 〈E, �, e〉.
Az üres halmaz a rajta értelmezett (�üresen asszociatív�) üres m¶velettel

félcsoport. [Ellen®rizzük!] A pozitív egész számok az összedással félcsoportot
alkotnak, amely nem monoid. Az összeadás neutrális eleme a 0, 〈N,+, 0〉
tehát már monoid. A szorzás esetében a neutrális elem az 1, így monoid �
például � a 〈N, ·, 1〉 vagy 〈Q, ·, 1〉 is.

2.6.2. Bizonyítsuk be, hogy tetsz®leges E halmaz esetén 〈℘E,∪,∅〉 és 〈℘E,∩, E〉
is monoid!

2.6.3. Igazoljuk, hogy tetsz®leges A halmaz esetén az A −→ A függvények hal-
maza a kompozícióval mint m¶velettel szintén monoid, amelynek neutrális eleme
az 1A identikus függvény!
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2.6.4. Lássuk be, hogy minden monoidnak pontosan egy neutrális eleme van!

Ha adott egy 〈M, �, e〉 monoid, akkor automatikusan adott vele egy ka-
tegória is, amelynek egyetlen objektuma van � mondjuk ∗ �, nyilai pedig
M elemei. Hogyan lesz ebb®l kategória? Mivel minden nyíl ∗-ból indul és
oda is érkezik, bármelyik kett®nek létezik a kompozíciója, amelyet így ér-
telmezünk: az e és f nyilak esetén e ◦ f legyen e � f. Végül az 1∗ identitás
szerepére monoidunk neutrális elemét kérjük fel. Könnyen belátható, hogy
így valóban kaegóriát kapunk: az 1-nyíl hatástalanságát a neutrális elem ka-
rakterisztikus tulajdonsága biztosítja, a kompozíció asszociativitását pedig
a � m¶velet analóg jellemz®je.

2.6.5. Az 〈M, �〉 monoidhoz �konkrétabban� is rendelhetünk kategóriát. Újfent
egyetlen objektumunk lesz: ezúttal azonban maga az M halmaz. A nyilak az M
elemei által meghatározott M −→ M függvények: ha m ∈ M, akkor az m-nek
megfelel® függvény az az m̂ : M −→M függvény, amelynek hozzárendelési szabá-
lya: x 7→ mx. Az m és n nyilak n ◦m kompozíciója az n̂ �m függvény. Igazoljuk,
hogy így valóban kategóriát adtunk meg! [Az x 7→ xm hozzárendelési szabályok
helyett választhattuk volna az x 7→ mx alakú szabályokat is. Ha a m¶velet nem
kommutatív (azaz x�y = y�x nem teljesül minden x-re és y-ra), akkor az x 7→ mx

és az x 7→ xm függvények nem feltétlenül azonosak.]

Az 〈G, �, e〉 monoidot csoportnak nevezzük, ha G minden elemének van
inverze, azaz tetsz®leges x ∈ G esetén létezik olyan x ′ ∈ G, hogy x � x ′ =

x ′ � x = e. Ilyenkor x és x ′ nyilván egymás inverzei.

2.6.6. Igazoljuk, hogy egy csoportban minden elem inverze egyértelm¶en megha-
tározott!

Csoportot alkotnak például az egész számok az összeadásra, vagy a po-
zitív racionális számok a szorzásra nézve. Ha E tetsz®leges halmaz, akkor
az E −→ E bijekciók is csoportot alkotnak: ebben a csoportban a m¶ve-
let a függvénykompozíció, a neutrális elem az 1E identitásfüggvény, egy f
függvény (csoportbeli) inverze pedig f (�közönséges�) f−1 inverze.
Mint minden monoid, a csoportok is meghatároznak egy egyobjektumú

kategóriát, amelyben a nyilak a csoport elemei. Ekkor minden nyílnak létezik
(egyértelm¶) inverze; az tehát, hogy a monoid csoport, a kategórielmélet
nyelvén annyit tesz: a bel®le származtatott kategóriában minden nyíl izo.

Az x 7→ x ′ hozzárendelés nyilván egy E −→ E függvényt ad meg (E a szó-
ban forgó csoport alaphalmaza). Az ilyen függvényt az algebristák gyakran
egyváltozós m¶veletként tartják számon. Az absztrakció magasabb szintjén
maga az egységelem is tekinthet® m¶veletnek, méghozzá (nyilván kitalálja az
Olvasó) nullváltozós m¶veletnek. Ha tehát precízek akarunk lenni, akkor egy
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csoportot egy 〈E, �, e, i〉 rendezett négyessel adunk meg: e a neutrális elem,
i pedig az a függvény, amely E minden eleméhez annak inverzét rendeli.

Monomor�zmusok, �algebrai struktúrák kategóriái�

Ahogy a rendezett halmazok esetében a monoton függvények, úgy az al-
gebrai struktúrákban a homomor�zmusok a struktúratartó leképezések. Ha
〈E1, �1〉 és 〈E2, �2〉 félcsoportok, akkor egy félcsoport-homomor�zmus olyan
f : E1 −→ E2 függvény, amely �megtartja a m¶veletet�, azaz tetsz®leges x, y ∈
E1 esetén f(x �1 y) = fx �2 fy. Ha mindkét algebrai struktúra monoid, akkor
a monomor�zmusoknak a neutrális elemet is meg kell ®rizniük: ha tehát e1

az 〈M1, �1, e1〉, e2 pedig az 〈M2, �2, e2〉 monoid neutrális eleme, akkor az f :

M1 −→ M2 monoid-homomor�zmusok olyan félcsoport-homomor�zmusok,
amelyekre f(e1) = e2. Végül ha 〈G1, �1, e1, i1〉 és 〈G2, �2, e2, i2〉 csoportok,
akkor egy f : G1 −→ G2 csoport-homomor�zmus olyan G1 −→ G2 függvény,
amely megtartja a m¶veletet, a neutrális elemet neutrális elembe viszi, és
amelynél az inverzek képe a képek inverze, azaz f(i1(x)) = i2(f(x)) minden
x esetén.

2.6.7. Bizonyítsuk be, hogy az utolsó kikötés elhagyható: ha f monoid-homomor-
�zmus, akkor amennyiben csoportból indul és csoportba is érkezik, úgy az inverz
párokat inverz párokba viszi!

Akár félcsoportokról, akár monoidokról, akár csoportokról van szó,
� az identikus függvény mindig homomor�zmus, és
� két homomor�zmus kompozíciója is az.

2.6.8. Lássuk be!

Eszerint tehát rendre kategóriát kapunk, ha objektumoknak félcsoportok,
monoidok vagy csoportok, nyilaknak pedig a megfelel® struktúrák monomor-
�zmusait választjuk. Az összes félcsoport, monoid vagy csoport természete-
sen nem alkot halmazt, ezek tehát meglehet®sen �nagy� kategóriák � lokálisan
azonban kicsik, hiszen bármely két félcsoport, monoid vagy csoport között
csupán halmaznyi sok monomor�zmus adható meg.

Iniciális és terminális objektumok; izomor�zmus

A monoidok (illetve a csoportok) kategóriájában az egyelem¶ monoidok (il-
letve csoportok) egyszerre iniciális és terminális objektumok. Ha ugyanis egy
monoid (illetve csoport) egyelem¶, akkor az egyetlen elem csak a neutrális
elem lehet, így egy egyelem¶ monoidból (illetve csoportból) tetsz®leges mo-
noidba (illetve csoportba) csupán egy homomor�zmus érkezhet: az, amelyik
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az egyetlen elemhez az �érkezési� monoid (illetve csoport) neutrális elemét
rendeli. Az pedig nyilvánvaló, hogy egy egy egyelem¶ monoidba (illetve cso-
portba) bármely monoidból (illetve csoportból) pontosan egy homomor�z-
mus érkezik: a konstans függvény által megadott homomor�zmus.

2.6.9. Igazojuk, hogy az említett függvények valóban homomor�zmusokat adnak
meg!

A félcsoportok kategóriájában bármely egyelem¶ félcsoport terminális ob-
jektum, iniciális objektum pedig �az� üres félcsoport. A nemüres félcsopor-
tok kategóriájában azonban nincs iniciális objektum. Ezt például a követ-
kez®képpen láthatjuk be. Tekintsük azt az 〈E, �E〉 félcsoportot, amelyben
E = {a, b}, a �E m¶veletet pedig így értelmezzük: e �E e = e �E f = e és
f �E f = f. [Könnyen belátható, hogy �E valóban asszociatív � Lássuk be!]
Ekkor tetsz®leges 〈F, �F〉 félcsoportból legalább két homor�zmus érkezik az
〈E, �E〉 félcsoportba: az egyik F minden eleméhez e-t, a másik F minden ele-
méhez f-et rendeli.

2.6.10. Lássuk be, hogy ezek valóban homomor�zmusok!

A kategóriaelméleti izomor�zmusde�níció értelmében az �algebrai kategó-
riák� izo nyilai olyan bijektív homomor�zmusok, amelyeknek az inverze is ho-
momor�zmus. Könnyen belátható azonban, hogy az utóbbi kitétel fölösleges:
ha két (ugyanolyan típusú) algebrai struktúra között megadtunk egy bijektív
homomor�zmust, akkor annak inverze automatikusan homomor�zmus lesz.
Lássuk, miért van ez így a monoidok kategóriájában! Legyen 〈M1, e1, �1〉 és
〈M2, e2, �2〉 két monoid (egységelemeik természetesen e1 és e2), f : M1 −→
M2 pedig egy bijektív homomor�zmus. Legyen az f : M1 −→M2 függvény

inverze a g : M2 −→M1 függvény; ekkor tehát f ◦ g = 1M2
. Belátjuk, hogy

g is monomor�zmus. Mivel f(e1) = 22, azért g(e2) = e1, a neutrális elem
g szerinti képe tehát neutrális elem. Már csak azt kell igazolnunk, hogy g
m¶velettartó, azaz g(x �2 y) = g(x) �1 g(y) minden x, y ∈M2 esetén. Ehhez
� mivel f injektív � elegend®, ha teljesül f(g(x �2 y)) = f(g(x) �1 g(y)). Az
utóbbi egyenl®ség azonban könnyen bizonyítható. Egyrészt abból, hogy f
homomor�zmus, következik, hogy f(g(x)�1 g(y)) = f(g(x))�2 f(g(y)), mivel
azonban f ◦ g = 1M2

, azért f(g(x)) �2 f(g(y)) = x �2 y. Másrészt (ugyanezen
okból) f(g(x �2 y)) = 1M2

(x �2 y) = x �2 y.

2.6.11. Bizonyítsuk be a csoportokra vonatkozó analóg állítást!

2.6.12. Fejtsük ki, mit mond ki a 3. alfejezetben bizonyított �reprezentációs tétel�
a csoportokból származtatott kategóriákra! [Az algebristák erre a speciális esetre
Cayley-tétel néven hivatkoznak.]
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2.7. A természetes számok

Ebben az alfejezetben a természetes számok egy fontos jellemz®jére világí-
tunk rá a kategóriaelmélet re�ektorával. Ebben nem az egyes számok miben-
léte, vagy a számsorban elfoglalt helye kerül el®térbe, hanem a természetes-
szám-struktúra egésze: megmutatjuk, hogy a természetes számokra gondol-
hatunk úgy, mint egy kategória iniciális objektumára.
Idézzük fel, milyenek is a természetes számok halmazelméleti modelljei.

Mindegyikben adott egy halmaz, annak egy kit¶ntetett eleme (a nulla), és
egy, az adott halmazon értelmezett és abba érkez® függvény, a rákövetkezés.
A Neumann János-féle értelmezésben � mint emlékszünk � a �számok� és az
SN rákövetkezésfüggvény értelmezése így megy:

0N =def ∅
1N =def {∅} = {0}

2N =def {∅, {∅}} = {0, 1}

3N =def {∅, {∅}, {∅, {∅}}} = {0, 1, 2}

...

(n+ 1)N =def SN(n) = n ∪ {n} = {0, 1, 2, . . . n}

Elképzelhet® természetesen rengeteg egyéb de�níció is. A Zermelo-féle meg-
határozás például így megy:

0Z =def ∅
1Z =def {∅} = {0 ′}

2Z =def {{∅}} = {1 ′}

3Z =def {{{∅}}} = {2 ′}

...

(n+ 1)Z =def SZ(n) = {n}

A lényeg, hogy valamennyinek egy Dedekind�Peano-struktúrát kell megad-
nia. Egy 〈M,o, f〉 hármast akkor nevezünk Dedekind�Peano-struktúrának
(röviden DP-struktúrának), ha (i) M halmaz és o ∈ M, (ii) f : M −→ M

injektív függvény, (iii) minden m ∈ M esetén f(m) 6= o, és (iv) minden
E ⊆M esetén teljesül, hogy

(o ∈ E & (∀z ∈M)(z ∈ E⇒ f(z) ∈ E))⇒ E = M.

Az utolsó, indukciós kikötés a természetes számok �minta� DP-struktúrája
esetében azt mondja: ha azt akarjuk bizonyítani, hogy egy adott tulajdon-
sággal minden természetes szám rendelkezik, akkor �elég� azt igazolni, hogy
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(i) a nulla ilyen tulajdonságú, továbbá, hogy (ii) bármely n számra teljesül:
ha n rendelkezik az adott tulajdonsággal, akkor n+ 1 is.
A klasszikus halmazelméletben persze minden objektum �konkrét�, azaz

az elemei által � és nem valamiféle struktúrában elfoglalt pozícióján keresz-
tül � meghatározott. Így a halmazelmélettel foglalkozó szakkönyvek általá-
ban kit¶ntetnek egy �konkrét� DP-struktúrát (leggyakrabban a Neumann-
vagy a Zermelo-félét), bevezetik rá az 〈N, s, 0〉 jelölést, majd igazolják, hogy
akármilyen DP-struktúrát ad meg az ellenség, az �lényegében� megegyezik a
kiválasztott szerencséssel. Ezt �lényegi egyezést� természetesen a kategória-
elméleti izomor�zmusfogalom is megragadja. Lássuk, hogyan!
Nevezzük Peano-kategóriának (és jelöljük P-vel) azt a kategóriát, amely-

nek objektumai olyan 〈E, e, f〉 rendezett hármasok, amelyekben E egy hal-
maz, e ∈ E, f pedig egy E −→ E függvény. A Peano-kategória nyilait a
következ®képpen értelmezzük: az 〈E1, e1, f1〉 objektumból a 〈E2, e2, f2〉 ob-
jektumba érkez® nyilak olyan g : E1 −→ E2 függvények, amelyek megtartják
a kit¶ntetett elemet, azaz g(e1) = g(e2), és teljesül rájuk, hogy g◦f1 = f2◦g,
azaz f1(g(x)) = g(f2(x) minden x ∈ E esetén, vagy ami ugyanaz: a

E1
g //

f1

��

E2

f2

��
E1 g

// E2

diagram kommutatív. A Peano-kategória tehát speciális algebrai kategória:
objektumai olyan algebrai struktúrák, amelyeknek két m¶velete van, egy
null- és egy egyváltozós, a nyilak pedig m¶velettartó függvények, azaz ho-
momor�zmusok. Akad szerz®, aki a Peano-kategória objektumait Dedekind-
algebráknak nevezi.
Ellen®rizzük, hogy valóban kategóriát kaptunk-e! Az 1-nyilaknak megfe-

lelnek az egyszer¶ identitások, ha pedig a g1 nyíl az 〈E1, e1, f1〉 objektum-
ból a 〈E2, e2, f2〉 objektumba, a g2 nyíl pedig 〈E2, e2, f2〉 objektumból a
〈E3, e3, f3〉 objektumba érkezik, akkor g2 ◦ g1 megfelel a kompozíciónak:
g2 ◦ g1(e1) = g2(g1(e1)) = g2(e2) = e3 mutatja, hogy a kit¶ntetett elemek
megtartásával nincs gond, a kompozíciós kikötés teljesüléséhez pedig elég a
következ® ábrát szemügyre venni:

E1
g1 //

f1

��

E2

f2

��

g2 // E3

f2

��
E1 g1

// E2 g2

// E3
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Mivel mindkét négyzet kommutatív, a téglalap is az:

(g2 ◦ g1) ◦ f1 = g2 ◦ (g1 ◦ f1) = g2 ◦ (f2 ◦ g1) =

= (g2 ◦ f2) ◦ g1 = (f3 ◦ g2) ◦ g1 = f3 ◦ (g2 ◦ g1)

Mindezen el®készületek után lássuk a medvét:

2.7.1. Tétel. A Peano-kategóriában minden DP-struktúra iniciális objek-

tum.

Bizonyítás: Legyen 〈E, e, f〉 a Peano-kategória tetsz®leges objektuma, 〈D,d, h〉
pedig egy DP-struktúra. Azt kell igazolnunk, hogy a Peano-kategóriában pontosan
egy g : 〈D,d, h〉 −→ 〈E, e, f〉 nyíl létezik. Ha egyáltalán létezik, a g nyíl olyan
D −→ E függvény, amelyre g(d) = e, és g ◦ h = f ◦ g, azaz amellyel a

D
h //

g

��

D

g

��
E

f
// E

diagram kommutatív. A g függvény � de�níció szerint � egy 〈D,E, Rg〉 rendezett
hármas, amelynek harmadik tagja egy Rg ⊆ D × E függvényszer¶ reláció. A té-
tel bizonyításához ennélfogva elegend®, ha a megfelel® tulajdonságú Rg létezését
igazoljuk.

Vezessük be a következ® jelöléseket. Ha S egy reláció (olyan halmaz, amelynek
minden eleme rendezett pár), akkor DS legyen az S-beli rendezet párok els® tag-
jainak, IS pedig a második tagjainak a halmaza. Ha S függvényszer¶ reláció és
x ∈ DS, akkor azt az (egyetlen) y-t, amellyel 〈x, y〉 ∈ S, jelölje Sx.

Értelmezzünk most egy G halmazt a következ®képpen: G elemei olyan R függ-
vényszer¶ relációk, amelyekre teljesül, hogy DR ⊆ D, IR ⊆ E, d ∈ DR, 〈d, e〉 ∈ R
és minden x ∈ D esetén: ha h(x) ∈ DR, akkor x ∈ DR és R(d(x)) = f(R(n)).
Bebizonyítjuk, hogy G egyelem¶ halmaz � egyetlen eleme pedig éppen az általunk
keresett g függvényt megadó Rg reláció.

(i) Els® lépésként belátjuk, hogy G tetsz®leges S és S ′ eleme, illetve x ∈ D
esetén teljesül, hogy ha x ∈ DS ∩ DS ′ , akkor S(x) = S ′(x). Legyen X ⊆ D a D
halmaz azon elemeinek részhalmaza, amelyekre fennáll, hogy tetsz®leges S, S ′ ∈ G
esetén ha x ∈ DS ∩ DS ′ , akkor S(x) = S ′(x); azt kell igazolnunk, hogy X = D.
Most kihasználjuk, hogy 〈D,d, h〉 DP-struktúra. Az világos, hogy d ∈ X, elvégre
G minden P elemére teljesül, hogy 〈d, e〉 ∈ P. Belátjuk, hogy tetsz®leges y ∈ D
esetén igaz, hogy amennyiben y ∈ X, úgy h(y) ∈ X. Tegyük fel tehát, hogy y ∈ X.
Mivel S és S ′ egyaránt G eleme, azért � G de�níciója szerint � h(y) ∈ DS és
h(y) ∈ DS ′ , továbbá

S(hy) = f(S(y)) = mivel S ∈ G
= f(S ′(y)) = mivel S(y) = S ′(y)

= S
′(hy) mivel S ′ ∈ G
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Eszerint tehát h(y) ∈ X, az indukciós konklúzió szerint X = D.
(ii) Ezek szerint tehát a G halmaz elemei között legfeljebb egy olyan reláció

lehet, amely egy D −→ E függvényt ad meg. Elegend® tehát igazolni, hogy van leg-
alább egy ilyen reláció. Értelmezzünk egy R∗ ⊆ D× E relációt a következ®képpen:
R∗ elemei olyan 〈x, y〉 rendezett párok, amelyekre teljesül, hogy valamely S ∈ G

esetén x ∈ DS és S(x) = y. (Könnyen belátható, hogy R∗ az ∪G unióhalmaz.) Az
így de�niált R∗ reláció függvényszer¶: ha 〈x, y〉, 〈x, y ′〉 ∈ R∗, akkor vannak olyan
S, S ′ ∈ G függvényszer¶ relációk, amelyekkel 〈x, y〉 ∈ S és 〈x, y ′〉 ∈ S ′, de az (i)
pontban belátott összefüggés szerint ekkor y = y ′. A G halmaz de�níciója alapján
nyilvánvaló az is, hogy R∗ ∈ G.

(iii) Annak igazolása maradt csak hátra, hogyDR∗ = D. Ha ez is sikerül, akkor az

R∗ reláció megfelel Rg-nek. Újra az indukció sémájához folyamodunk. Már tudjuk,

hogy 〈d, e〉 ∈ R∗. Ha pedig valamely 〈x, y〉 ∈ R∗, az annyit tesz: van olyan S ∈
G, hogy x ∈ DS és S(x) = y. Ekkor � mint az könnyen igazolható � fennáll

S ∪ {〈d(x), f(S(x))〉} ∈ G is, azaz ha x ∈ DR∗ , akkor d(x) ∈ DR∗ . ♥

Terítsük ki a lapjainkat: amit beláttunk, nem más, mint az iterációs tétel,
amely a konkrét 〈N, 0, s〉 DP-struktúrára megfogalmazva így szól: ha E egy
halmaz, e az E halmaz egy tetsz®leges eleme, h pedig egy E −→ E függvény,
akkor pontosan egy olyan f : N −→ E függvény létezik, amelyre f(0) = e

és tetsz®leges n szám esetén f(n + 1) = h(f(n)). Világos, hogy f(1) csak
h(f(0)) = h(e), f(2) csak h(f(1)) = h(h(e)) lehet, és így tovább. . . Tételünk
szerint a �csak . . . lehet� és az �és így tovább. . . � fordulatok valóban meg-
állják a helyüket.
A szokásos tárgyalásban az iterációs tételre hivatkozunk akkor is, ami-

kor belátjuk, hogy bármely két DP-struktúra izomorf (méghozzá éppen a
Penao-kategóriabeli izomor�zmus értelmében). Erre már nincs szükségünk:
ha egy kategóriában vannak iniciális objektumok, akkor azok mind izomor-
fak egymással, mi több: bármelyik kett® között pontosan egy izo nyílpár
halad.
A tétel bizonyítása alapján nyilvánvaló: az �iteráló� függvény létezésének

igazolásához többször is [pontosan hányszor?] az indukciós sémára kellett
hivatkoznunk. A képlet � kissé leegyszer¶sítve � tehát így szól: indukció ⇒
iteráció. Ennek a megfordítása is igaz. A kategóriaelmélet terminológiája
szerint az iteráció ⇒ indukció állítás éppen a

2.7.2. Tétel. A Peano-kategória minden iniciális objektuma DP-struktúra.

Bizonyítás: Legyen 〈E, e, f〉 a Peano-kategória egy iniciális objektuma. Legyen
e ′ olyan halmaz, amelyre teljesül, hogy e ′ /∈ E; legyen továbbá E ′ = E ∪ {e ′};
jelölje továbbá az 1E ′ |E : E −→ E ′ függvényt i. Tekintsük most azt a k : E ′ −→ E

függvényt, amelynek hozzárendelési szabálya:
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k(x) =

{
e, ha x = e ′, és

fx máskor

Az i függvény az E halmaz elemeit helyben hagyja, minek következtében k ◦ i = f.
Legyen f ′ = i ◦ k; mivel e ′ ∈ E ′ és f ′ egy E ′-n értelmezett, E ′-be érkez® függvény,
az 〈E ′, e ′, f ′〉 hármas szintén a P kategória egy objektuma. A k függvény megad
egy P-beli 〈E ′, e ′, f ′〉 −→ 〈E ′, e ′, f ′〉 nyilat: ehhez csak azt kell észrevenni, hogy
k(e ′) = e és hogy k ◦ f ′ = k ◦ i ◦ k = f ◦ k.

Mivel 〈E, e, f〉 iniciális objektum, létezik pontosan egy h : 〈E, e, f〉 −→ 〈E ′, e ′, f ′〉
nyíl. A k ◦ h : 〈E, e, f〉 −→ 〈E, e, f〉 nyíl � mivel 〈E, e, f〉 iniciális objektum � csak
az 〈E, e, f〉 objektum 1-nyila lehet, minek következtében k ◦ h = 1E.

Mivel tetsz®leges x ∈ E esetén h(fx) = f ′(hx) = i(k(hx)) = i(x) = x, azért
h ◦ f = 1E.

Ennyi el®készület után már nem lesz nehéz igazolni, hogy 〈E, e, f〉 valóban DP-
struktúra.

(i) Nincs olyan x ∈ E, amelyre fx = e. Ha ugyanis egy x ∈ E esetén fx = e,
akkor he = h(fx) = x ∈ E lenne, holott tudjuk, hogy he = e ′.

(ii) Ha fx = fy, akkor h(fx) = h(fy), amib®l � �gyelembe véve, hogy h ◦ f = 1E

� azt kapjuk, hogy x = y, f tehát injektív.
(iii) Az indukciós séma igazolásához legyen F ⊆ E olyan halmaz, hogy e ∈ F,

és amelyre teljesül, hogy tetsz®leges x ∈ F esetén fx ∈ F, azaz f(F) ⊆ F. Világos,
hogy ekkor 〈F, e, f|F〉 is Peano-objektum. Mivel 〈E, e, f〉 iniciális objektum, létezik
pontosan egy h : 〈E, e, f〉 −→ 〈F, e, f|F〉 nyíl.

Jelölje az 1E|F : F −→ E függvényt j; könnyen ellen®rizhet®, hogy ez a függvény

a P kategóriában egy 〈F, e, f|F〉 −→ 〈E, e, f〉 nyilat ad meg. A j ◦ h : 〈E, e, f〉 −→
〈E, e, f〉 nyíl ekkor csak az 〈E, e, f〉 iniciális objektum 1-nyila lehet. Ekkor viszont

tetsz®leges x ∈ E esetén x = 1Ex = j(hx) = hx ∈ F, azaz E ⊆ F. Figyelembe véve,

hogy F ⊆ E szintén fennáll, azt kapjuk, hogy F = E. ♥

A bizonyítás nem függ attól, hogy létezik-e Dedekind�Peano-struktúra.
Tanulságos lehet ezért a következ®, alternatív gondolatmenet is, amely a par
excellence Dedekind�Peano-struktúra (〈N, 0, s〉) létezésén és azon alapul,
hogy a Peano-kategóriában (mint minden kategóriában) bármely két iniciális
objektum izomorf.

Alternatív bizonyítás: Legyen 〈E, e, f〉 a Peano-kategória egy iniciális objek-
tuma. Mivel az 〈N, 0, s〉 �minta DP-struktúra� szintén iniciális objektum, a kett®
izomorf egymással. Ez azt jelenti, hogy létezik egy bijektív h : N −→ E függ-
vény, amelyre teljesül, hogy h(0) = e és f ◦ h = h ◦ s, és amelynek h−1 inverzére
h−1(e) = 0 és h−1 ◦ f = s ◦ h−1. Mivel e ∈ E és f : E −→ E függvény, már csak azt
kell belátnunk, hogy (i) f injektív, hogy (ii) f(x) 6= e tesz®leges x ∈ E esetén, és
hogy (iii) tetsz®leges X ⊆ E esetén, ha e ∈ X, és minden x ∈ E esetén fx ∈ E, úgy
X = E.

(i) Tegyük fel, hogy fx = fy. Akkor h−1(fx) = h−1(fy), és így � mivel h−1 ◦ f =

s ◦ h−1 � azt kapjuk, hogy s(h−1(x)) = s(h−1(y)). Márpedig s ◦ h−1 egy injektív
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és egy bijektív függvény kompozíciója, és mint ilyen, injektív kell legyen, így aztán
x = y.

(ii) Ha valamely x ∈ E esetén f(x) = e, akkor h−1(fx) = h−1(e) = 0. Mivel
azonban h−1(fx) = s(h−1(x)), azt kapjuk, hogy s(h−1(x)) = 0, ami lehetetlen,
hiszen 0 /∈ Ims.

(iii) Tegyük fel, hogy az X ⊆ E halmazra: e ∈ X, és minden x ∈ X esetén fx ∈ X
is fennáll. Tekintsük az X halmaz N-beli X ′ = h−1(X) képét; a bijektív h−1 inverze

h, így h(X ′) = X. Mivel e ∈ X, azért h−1(e) = 0 ∈ N. Ha most n ∈ X ′, akkor
létezik x ∈ X, amellyel n = h−1(x). Ekkor f(x) ∈ X, és így h−1(fx) = s(h−1(x)) =

s(n) ∈ X ′ is fennáll. Azt kaptuk tehát, hogy ha n ∈ X ′, akkor s(n) ∈ X ′, méghozzá

tetsz®leges n ∈ X ′ esetén. Eszerint � mivel 0 ∈ X ′ is fennáll � X ′ = N. De akkor

X = h(X ′) = h(N) = E, hiszen h szürjektív (is). Összefoglalva: ha e ∈ X, és minden

x ∈ E esetén fx ∈ E, akkor X = E � és éppen ezt kellett igazolnunk. ♥

Az iteráció ⇒ indukció séma második igazolásakor tehát kihasználtuk,
hogy létezik legalább egy �konkrét� DP-struktúra. A Neumann-, vagy éppen
a Zermelo-féle halmazelméleti természetesszám-modell ��lozó�ai jelent®sége�
éppen ebben áll: miután (bármelyiket) megkonstruáltuk, nyugodtan �eldönt-
hetjük a létrát�, és � amennyiben a strukturalizmus álláspontját tesszük ma-
gunkévá � mondhatjuk azt: egy természetesszám-struktúra nem más, mint
a Peano-kategória egy iniciális objektuma. Igaz ugyan, hogy ez a �megha-
tározás� semmit nem mond arról, mik is �valójában� az egyes természetes
számok � de egy hith¶ strukturalistának ez vajmi keveset számít, �a három-
nak� szerinte semmilyen más megkülönböztet® jellemz®je nincs, mint hogy
a számsorban a kett® után következik, azaz �®� a nulla után a harmadik. A
strukturalista meghatározásban ráadásul maga a természetesszám-struktúra
is ilyen: csupán a tágabb keretben � a Peano-kategóriában � elfoglalt helye
számít.

2.8. Topologikus struktúrák

A topologikus struktúrák (avagy, ahogy mondani szokás: a topologikus te-
rek) az algebrai struktúrák és a rendezések mellett a matematika legalapve-
t®bb konstrukciói közé tartoznak. Miel®tt az általános de�níciót megadnánk,
célszer¶ néhány szót szólni a valós számok R halmazának �természetes to-
pológiájáról�.
Azt mondjuk, hogy egy E ⊆ R halmaz nyílt, ha E minden x eleme ese-

tén megadható olyan ε pozitív valós szám, hogy ]x − ε, x + ε[⊆ E, azaz �E
minden elemének van olyan ε-környezete, amely részhalmaza E-nek�. A nyílt
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intervallumok1 mind nyílt halmazok, s®t:
� R és ∅ is nyílt halamazok;
� akárhány nyílt halmazt adunk meg, azok unióhalmaza is nyílt; és
� véges sok nyílt halmaz metszethalmaza is nyílt.
A nyílt halmazok halmaza tehát az R halmaz ℘R hatványhalmazának egy

részhalmaza.
A 3. pontban szerepl® �véges sok� kitétel nem hagyható el: tekintsük

ugyanis az In =]0 − 1/n, 1 + 1/n[ nyílt intervallumokat (ahol n ∈ N). Ha
ezek közül véges sokat kiválasztunk, és képezzük a metszetüket, akkor nyílt
halmazt kapunk; az összes ilyen nyílt intervallum metszete viszont éppen
a [0, 1] zárt intervallum [lássuk be!], és egyetlen zárt intervallum sem nyílt
halmaz.

2.8.1. Bizonyítsuk be, hogy egyetlen zárt intervallum sem nyílt halmaz! [Útmu-
tatás: tekintsük valamelyik végpont tetsz®leges ε-környezetét!]

A motiváció tehát adott, az általánosítás a következ®. Topologikus térnek
nevezünk minden olyan 〈E, τ〉 rendezett párt, amelyben E egy halmaz, τ
pedig a ℘E hatványhalmaz olyan részhalmaza, amelyre teljesül, hogy
� E,∅ ∈ τ;
� tetsz®legesen sok τ-beli halmaz unióhalmaza is τ-beli;
� véges sok τ-beli halmaz metszete is τ-beli.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy τ meghatároz egy topológiát E-n. Az E hal-

mazt az 〈E, τ〉 topologikus tér alaphalmazának, E elemeit pedig általában
�pontoknak� nevezzük.
Világos, hogy az R halmazon a nyílt részhalmazok megadnak egy topo-

lógiát. Tetsz®leges E halmaz esetén 〈E, {∅, E}〉 és 〈E, ℘E〉 topologikus tér; az
el®bbit triviálisnak, az utóbbit diszkrétnek nevezzük.
A ℘N halmaz egy X részhalmazát fölfelé zártnak nevezzük, ha tetsz®leges

x ∈ X és y ∈ N esetén x ≤ y⇒ y ∈ X. Jelölje az N halmaz fölfelé zárt rész-
halmazainak halmazát τN, belátható, hogy 〈N, τN〉 ugyancsak topologikus
tér.

2.8.2. Az utóbbi példa általánosítható. Ha 〈E,≤〉 el®rendezés, akkor E �fölfelé
zárt� részhalmazai � vagyis azok az E ′ ⊆ E halmazok, amelyekre teljesül, hogy
tetsz®leges x ∈ E ′ és y ∈ E esetén x ≤ y⇒ y ∈ E ′ � megadnak egy topológiát E-n.
Bizonyítsuk be, hogy valóban ez a helyzet!

A topologikus terek is tekinthet®k egy kategória objektumainak, ebben a
kategóriában a nyilak a folytonos függvények.

1Azaz a ]a, b[= {x ∈ R : a < x < b} alakú halmazok; a zárt intervallumok az [a, b] =

{x ∈ R : a ≤ x ≤ b} alakú halmazok.
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Ha valaki esetleg elfelejtette volna a gyönyör¶ de�níciót, most emlékeztet-
jük rá. Egy f : R −→ R függvényt az a ∈ R pontban folytonosnak nevezzük,
ha tetsz®leges ε > 0 valós számhoz létezik olyan δ > 0 valós szám, hogy
f (]a− δ, a+ δ[) ⊆ ]fa−ε, fa+ε[. Az f függvény folytonos, ha minden a ∈ R
pontban folytonos.
Az R −→ R elemi függvények jó része folytonos: ilyenek a hatványfüggvé-

nyek, az exponenciális függvények, de a sin és a cos is.
Az általános folytonosságfogalomhoz szükségünk van egy halmaz környe-

zetének de�níciójára. Legyen 〈E, τ〉 topologikus tér, legyen továbbá X ⊆ E
halmaz. Azt mondjuk, hogy az X ′ halmaz X egy környezete, ha van olyan
X-et tartalmazó O ∈ τ nyílt halmaz, amely része X ′-nek. Ha a ∈ E, akkor az
egyelem¶ {a} halmaz környezeteit egyszer¶en a környezeteinek nevezzük.
Legyen most 〈E1, τ1〉 és 〈E2, τ2〉 két topologikus tér. Azt mondjuk, hogy

az f : E1 −→ E2 függvény az a ∈ E1 pontban folytonos, ha fa minden
V ′ környezetéhez létezik a-nak olyan V környezete, hogy f(V) ⊆ V ′. Az f
függvény folytonos, ha értelmezési tartománya minden pontjában folytonos.

2.8.3. Mutassuk meg, hogy a valós számok �szokásos� topológiájában egy a ∈ R
pontnak egy E halmaz pontosan akkor környezete, ha van olyan r > 0 valós szám,
amellyel fennáll, hogy ]a − r, a + r[⊆ E. Ezután már könnyen igazolható, hogy
az R −→ R függvényekre értelmezett �speciális� folytonosságfogalom valóban az
általános meghatározás speciális esete.

2.8.4. Igazoljuk, hogy ha 〈E1, τ1〉 és 〈E2, τ2〉 topologikus terek, akkor egy f :

E1 −→ E2 függvény pontosan akkor folytonos, ha minden O ′ ∈ τ2 nyílt halmaz
−1

f (O ′) inverz képe is nyílt (azaz τ1 eleme).

Ahhoz, hogy a topologikus terek a folytonos függvényekkel valóban kate-
góriát alkossanak, �mindössze� két dolognak kell teljesülnie:
� tetsz®leges 〈E, τ〉 topologikus tér esetén az 1E : E −→ E identikus függ-

vény folytonos;
� ha 〈E1, τ1〉, 〈E2, τ2〉, 〈E3, τ3〉 topologikus terek, f : E1 −→ E2 és f ′ :

E2 −→ E3 pedig folytonos függvények, akkor f ′ ◦ f : E1 −→ E3 is folytonos
függvény.
Az els® igazolása nem jelent különösebb nehézséget, de a második sem.

Legyen ugyanis a ∈ E1; V ′′ pedig az f ′ ◦ f(a) pont egy környezete. Mivel
f ′ folytonos, az fa pontnak van olyan V ′ környezete, amelyre igaz, hogy
f ′(V ′) ⊆ V ′′. Mivel azonban f is folytonos, az fa pont V ′ környezetéhez
létezik a-nak olyan V környezete, amelyre igaz, hogy f(V) ⊆ V ′. Az utóbbi
összefüggésb®l viszont f ′(f(V)) ⊆ f ′(V ′) ⊆ V ′′, azaz f ′ ◦ f(V) ⊆ V ′′ � ezzel
igazoltuk, hogy f ′ ◦ f folytonos az a pontban.
A topologikus terek � Top-pal jelölt � kategóriájában az üres halmaz (az

üres topológiával) iniciális, az egyelem¶ halmazok a maguk � szükségképpen
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diszkrét � topológiájával pedig terminális objektumok. Az izo nyilak azok
a folytonos bijekciók, amelyeknek az inverze is folytonos. Ahogy a monoton
bijekciók inverze sem feltétlenül monoton, egy folytonos bijekció inverze sem
feltétlenül folytonos. Ha például a 〈R, τ〉 és a 〈R, τ ′〉 topologikus terekben
τ a diszkrét, τ ′ pedig a triviális topológia, akkor az 1R függvény megteszi
〈R, τ〉 −→ 〈R, τ ′〉 nyílnak, az ellenkez® irányban viszont nem folytonos, így
〈R, τ ′〉 −→ 〈R, τ〉 nyílnak nem felel meg. [Igazoljuk!]

2.9. Megszámlálható köznevek, anyagnevek

A matematikai példák után lássunk most két konkrétabb, lingvisztikai�sze-
mantikai kategóriatípust.
A köznevek egy részére jellemz®, hogy alkalmazhatóak rájuk a szokásos

logikai kvantorok (létezik egy. . . , minden . . . esetén), és értelmesek a velük
képzett némelyik . . . , az egy . . . , két . . . stb. fordulatok. Hogy csak néhányat
mondjunk: anya, apa, gyerek, feleség, politikus, tolvaj, kutya, háziállat, állat.
Az ilyen f®neveket megszámlálható közneveknek nevezzük, és CN-ként hi-
vatkozunk rájuk1. A köznevek egy másik csoportjára az iméntiek nem igaza:
ritkán mondunk olyat, hogy �két liszt�, vagy �három víz�. Az utóbbi esetek-
ben ugyanis anyagnevekr®l van szó � ezekre az MN jelölést2 vezetjük be.
A CN-ek és az MN-ek nem csupán annak alapján különböztethet®k meg,

hogy az iménti fordulatok értelmesek-e rájuk, vagy sem. Ha például két liter
vizet összeöntünk, akkor az így keletkez® �kumulátumot� teljes joggal nevez-
hetjük víznek, két cica �együttese� azonban nem cica (hanem két cica). Ezt
(kicsit fellengz®sen) úgy is fogalmazhatjuk: az MN-ek referenciája kumula-
tív, a CN-eké viszont nem.
Nem állítjuk természetesen, hogy a fentiek a CN-ek, illetve az MN-ek

kimerít® meghatározását nyújtják. Könyvünk célkit¶zéseit tekintve a precíz
de�nícióknál (ha egyáltalán léteznek ilyenek) fontosabb, hogy mind a CN-ek,
mind az MN-ek kategóriát alkotnak.

A megszámlálható köznevek kategóriája

Egy CN-kategória objektumai (természetesen) CN-ek, nyilait pedig a követ-
kez®képpen értelmezzük. Ha C1 és C2 egyaránt CN-ek, akkor C1 −→ C2 azt
a tényállást rögzíti, hogy �minden, ami C1, az C2. Világos, hogy tetsz®ges C
objektum esetén C −→ C, elvégre �ami kutya, az kutya�. Az asszociativitás
nyilvánvalóan teljesül: ha például �minden, ami kutya, az állat�, és �minden,

1Az angol count noun rövidítése.
2Az angol mass noun rövidítése.
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ami állat, az él®lény�, akkor �minden, ami kutya, az él®lény�.
Hangsúlyozzuk: nem az összes CN kategóriájáról beszélünk (kétséges, hogy

ilyen egyáltalán �létezik-e�). Inkább azt mondhatnánk: egy CN-kategória egy
adott kontextusban szerepl® individuumok egyfajta felosztását jelenti � �lo-
zo�kusabb hangulatban nevezhetnénk ezt a kategóriát a kontextus ontológiai
keretének is.
A CN-ek számos tekintetben megkerülhetetlenek. Egy CN nélkül például

gyakorlatilag lehetetlen egy individuum �beazonosítása�. Ha rámutatunk va-
lamire, és azt mondjuk: ez, akkor az esetek egy jó részében kétséges, hogy
sikerült-e egyértelm¶en jeleznünk, mire (vagy kire) is gondolunk. Ha azon-
ban azt mondjuk: ez a cica (és közben valóban egy cicára mutatunk) akkor
senki nem fog � ad absurdum � a cica farkára gondolni.
A CN-ek kategóriája a tulajdonnevek elsajátításában is fontos szerepet

játszik. Ha egy kutyára mutatva azt mondom: ez Bobi, akkor esetleg va-
laki leledzhet abban a tévedésben is, hogy egy bizonyos alakot vagy színt
nevezek Bobinak. Ha viszont kijelentem: ez a kutya Bobi, akkor mindjárt
egyértelm¶bb a helyzet.
A CN-kategóriák jelent®ségét mutatja az is, hogy a természetes nyelv pre-

dikátumai általában egy-egy fajtán értelmezettek, nem pedig valamiféle ál-
talános entitásfogalmon. [A fajták kategóriáját is hamarosan értelmezzük;
ennek a kategóriának az objektumaira mint a CN-ek �interpretácóira� fo-
gunk hivatkozni.] A �fehér� például meglehet®sen mást jelent, ha emberekre
vagy ha egerekre értelmezzük; egy magas fér� nem feltétlenül magas kosár-
labdázó, ahogy egy � jó� tolvaj sem feltétlenül � jó� apa vagy � jó� politikus,
és még sorolhatnánk a példákat. Nem ez a helyzet a klasszikus els®- vagy ép-
pen másodrend¶ logika esetében: a tárgyalási univerzum elemei itt �puszta�
dolgok � és éppenséggel ez a �pusztaság� az, ami problematikus.
Az el®bbivel szoros összefüggésben van a CN-ek szerepe egy adott kon-

textus �entitásainak� megszámlálásában. Ha például arra kérünk valakit,
számolja meg az íróasztalunkon található �objektumokat�, akkor az illet®
számos problémával szembesülhet: a számítógép billenty¶zete egy tárgynak
számít-e, vagy a billenty¶ket is külön-külön sorra kell vennie, és hasonló
kérdés merülhet fel a pendrive-unk kupakja esetében is. Ha viszont adott
a kontextus �ontológiai keretelméletét� nyújtó CN-kategória, amely rögzíti,
hogy melyek számlálás során �gyelembe veend® fajták, akkor egyszersmind
egy (kontextusfügg®) �entitásfogalmat� is megadhatunk (a technikai részle-
tekre egy kés®bbi fejezetben térünk vissza), így a számlálás is egyértelm¶vé
válik.
Ha a szemantikai-�lozó�ai �nomságoktól eltekintünk, akkor egy CN-kate-

gória meglehet®sen egyszer¶: teljesül ugyanis, hogy bármely két objektum
között legfeljebb egy nyíl halad. Ez pedig � mint emlékszünk � az el®ren-
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dezések kategóriájának megkülönböztet® jellemz®je, a CN-kategóriák tehát
egyt®l-egyig �el®rendezés-kategóriák�.

Az anyagnevek kategóriája

�Ami vas, az vas�, ha �ami réz az színesfém�, és �ami színesfém, az fém�,
akkor �ami réz, az fém�: ezek a példák jelzik, miként értelmezhet® MN-ek
egy tetsz®leges összességén egy kategória.
Mondanunk sem kell: az MN-kategóriák � a CN-kategóriákhoz hasonlóan

� el®rendezés-kategóriák.
A CN- és az MN-kategóriák között intim viszony ál fenn. Egy anyagnév

esetében általában nem értelmes többes számot alkalmazni: ha �vasakról� be-
szélünk, akkor általában vasdarabokra gondolunk, nem az anyagnév �több-
esére�. A CN-ek esetében természetesen képezhet® a többes szám � és ami
igazán érdekes, így az anyagnevekre sokban emlékeztet® struktúrát kapunk.
A többes számban álló CN-ek referenciája ugyanis már �kumulatív�: cicák
két �összességének� együttesére még mindig teljes joggal hivatkozhatunk így:
�cicák�. Egy CN-kategória objektumainak többes számai (az eredeti kategó-
ria nyilaival) tehát egy MN-szer¶ kategóriát alkotnak.
Megfordítva: ha egy MN-kategória minden objektuma elé az egy darab/egy

adag/egy maroknyi stb. kitételt illesztjük, akkor (ugyanazokkal a nyilakkal)
egy új kategóriát kapunk, amely meglehet®sen CN-szer¶: elvégre nyugodtan
beszélhetünk �két darab vasról� vagy �minden csepp vízr®l�.

2.10. Propozicionális logika

Számos logikai struktúra természetes módon tekinthet® kategóriának. A ka-
tegóriaelméleti néz®pont ezekben is új általánosításokat mutat meg.
A propozicionális logika négy alapvet® konnektívum, a negáció (¬), a kon-

junkció (&), az alternáció (∨) és a kondicionális (⊃), valamint két logikai
�mondatkonstans�, a falsum (⊥) és a verum (>) elmélete. A propozicionális
logikai rendszerek gazdag kategóriákat határoznak meg, amelyek a logikai
konstansok strukturalista elméletének alapjául (is) szolgálnak.

Grammatika

A grammatikai szabályok végs® célja a legfontosabb grammatikai kategóri-
ának, a mondatok kategóriájának (induktív) de�niálása. Az alapmondatok
�szerkezet nélküli�, tovább nem elemezhet® objektumok, az ilyen monda-
tokat jelölik a mondatbet¶k. Egy propozicionális logikai nyelv megadása
ennélfogva a mondatbet¶k megadását jelenti.
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A propozicionális logika nyelvének logikai konstansai (a zárójelek mellett)
a következ®k:

⊥,¬,⊃,∨,&.

A⊥ a �mindig hamis� mondat, amely � ha úgy tetszik � �nulla-argumentumú�
konnektívum. A ⊥ természetesen de�niálható is: tetsz®leges m mondatbet¶
esetén m & ¬m megteszi ⊥-nak, ¬⊥ pedig >-nak (> a verum, a �konstans
igaz� mondat). Hogy a de�níció egyértelm¶ legyen, megegyezhetünk például
abban, hogy ⊥-ot a mondatbet¶k (valamiképpen sorbarendezett) halmaza
els® eleme segítségével de�niáljuk. Így a �magábanvaló hamis� nyelvfügg®vé
válik, minden nyelvnek meglesz a maga hamissága. Ez persze csak látszóla-
gos: könnyen igazolható, hogy az így de�niált mondatra minden nyelvben
ugyanazok a szabályok érvényesek. A ⊥ logikai konstansként való értelmezés
mellett ugyanakkor er®s érv, hogy a negáció ⊥ segítségével de�niálható:

¬A ⇔def A ⊃ ⊥

Egy állítás hamis, ha feltevéséb®l ellentmondásra jutunk. A verum ekkor:
> = ⊥ ⊃ ⊥.
A mondatokat a mondatbet¶kb®l kapjuk a következ® szabályok szerint:

⊥ és a mondatbet¶k mind mondatok, ha m mondat, akkor mondat ¬m is,
ha m és n mondatok, akkor (m ⊃ n), (m∨ n) és (m & n) is az. [Hosszabb
mondatokban a legküls® zárójeleket gyakran elhagyjuk.] A mondatok jelölé-
sére általában az m, n, p, m ′, m ′′, m1, m2 stb. szimbólumokat használjuk,
a mondathalmazokat pedig általában görög nagybet¶kkel (Γ, ∆ stb.) jelöljük.

2.10.1. A nagy alfát és a nagy bétát erre a célra nemigen használjuk. Vajon miért?

Szintaxis

A szintaxis alapvet® fogalma a szintaktikai következményreláció, azaz a
levezethet®ség: Γ ` m jelöli azt, hogy az m mondat a Γ mondathalmaz-
ból levezethet®. A ` reláció értelmezéséhez a következtetési szabályokat és
az axiómasémákat kell rögzítenünk. Ha ezt megtettük, akkor Γ ` m így
de�niálható: létezik mondatoknak egy véges sorozata, amelynek minden

tagja vagy Γ eleme, vagy egy axiómaséma behelyettesítése, vagy a soro-

zat el®z® tagjaiból valamely következtetési szabály alapján kapható meg

� a sorozat utolsó tagja pedig m. [Azt, hogy mi is �egy axiómséma�, illetve
�egy axiómaséma behelyettesítése�, hamarosan megmondjuk.] Ha Γ üres hal-
maz, akkor csupán az axiómasémák behelyettesítéseit (a �logikai igazságokat�
használhatjuk), az így levezetett mondatok a �származtatott� logikai igaz-
ságok. A de�níció nem zárja ki, hogy egy levezetésben ugyanaz a mondat
többször is szerepeljen. A gondolatmeneteket néha áttekinthet®vé teszi, ha
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id®nként összefoglaljuk, hol is tartunk, és ez igaz a �formális gondolatmene-
tekre�, azaz a levezetésekre is.
A következ®kben a klasszikus és az intuicionista propozicionális logika

� Hilbert�Frege-stílusú kalkuluson alapuló � szintaktikai következményre-
lációját értelmezzük. Sorra vesszük a konnektívumokat, és mindegyiküknél
megadjuk a rájuk vonatkozó alapvet® következtetési szabályokat, illetve a
szabályoknak megfelel® axiómasémákat.
Feltételezhet®, hogy az Olvasó az intuicionista logikával még nemigen ta-

lálkozott. Ehelyütt jegyezzünk meg annyit, hogy a Jan Luitzen Egbertus
Brouwer holland matematikus-�lozófus nevéhez kapcsolható, a múlt század
elején színre lépett intuicionizmus f® tézise a kizárt harmadik elve általá-
nos érvényének kétségbevonása. Egy logikai rendszerben érvényes a kizárt
harmadik törvénye, ha az

A∨ ¬A

mondat tetsz®leges A mondat esetén �logikai igazság�. Brouwer is elismeri,
hogy a kizárt harmadik a véges összességekre vonatkozó állítások esetében
érvényes, kétségbe vonja azonban, hogy érvényessége állítások tetsz®leges
körére kiterjeszthet®.
A kizárt harmadik törvénye az intuicionista logika igazságértelmezése mi-

att válik érvénytelenné. Az intuicionisták ugyanis nem fogadják el a klasszi-
kus, �platonista� igazságfogalmat, amely szerint az, hogy egy mondat igaz-e,
vagy sem, �t®lünk� függetlenül d®l el. Az intuicionisták szerint ugyanis egy
mondat �csak akkor� igaz, ha igazsága számunkra � és nem csupán egy min-
dent tudó magasabbrend¶ elme számára � is nyilvánvaló. A matematikában
ilyen bizonyossággal a bizonyítások szolgálnak: egy mondat �számunkra� is
igaz, ha bebizonyítottuk, azaz kétségbevonhatatlanul igaz alapfeltevésekb®l
véges számú, kétségbevonhatatlanul érvényes lépésben levezettük, és hamis,
ha beláttuk, hogy nem fér össze alapvet® posztulátumainkkal, azaz feltevése
ellentmondáshoz vezet. Világos, hogy ha m nem bizonyított és nem is cáfolt,
akkor � az �igaz� és a �hamis� ilyen értelmezése szerint � nem igaz, és nem
is hamis. Ha mindezeken felül azt mondjuk: egy ¬A negáció igazolása azt
jelenti, hogy A-ból ellentmondást vezettünk le (a ¬A = A ⊃ ⊥ de�níció is
ezt sugallja), valamint, hogy egy alternáció csak akkor igaz, ha legalább az
egyik tagja igaz (az �er®s értelemben�), akkor (az iménti m-mel) nem igaz
az m∨ ¬m mondat sem.
A kondicionálisok intuitív értelmezése a következ®: az A → B kondicio-

nális igaz, amennyiben A tetsz®leges bizonyítása alapján megadható B egy
bizonyítása. Figyeljünk fel rá, hogy eszerint a kondicionálisok �valójában�
univerzális állítások, amelyek �azt mondják�: az el®tag minden levezetése
átalakítható az utótag egy levezetésévé.
Az alábbiakban mind a négy konstanra vonatkozóan magadjuk a követ-
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keztetési szabályokat, illetve az ezeknek �megfelel®� sémákat. A klasszikus lo-
gikában nem kell valamennyi konnnektívumot de�niálatlannak tekintenünk,
elvégre � például � az alternáció és a konjunkció �kifejezhet®� a negáció és
a kondicionális segítségével. Az intuicionista logikában ez nem igaz, ebben a
logikai rendszerben a konnektívumok �függetlenek� egymástól.

Kondicionális

A kondicionálisra vonatkozó két alapvet® szabály a modus ponens és a de-

dukciótétel: ha Γ mondatok egy halmaza, A és B pedig mondatok, akkor
Γ ` A ⊃ B és Γ ` A esetén fennáll Γ ` B is, továbbá ha Γ ∪ {A} ` B, ak-
kor Γ ` A ⊃ B. Ha tehát egy premisszahalmazból le tudjuk vezetni A-t és
az A ⊃ B kondicionálist is, akkor � ugyanebb®l a premisszahalmazból � le
tudjuk vezetni B-t is; ha pedig premisszák egy Γ halmazából és az A mon-
datból levezettük B-t, akkor ezzel megadtuk A ⊃ B levezetését � egyedül a
Γ premisszahalmaz alapján.
A modus ponens lesz kalkulusainkban az egyetlen következtetési szabály.

Ha tehát tetsz®leges A és B mondatok esetén egy levezetésben megjelenik A
és A ⊃ B is, akkor � természetesen utánuk � megjelenhet B is.
A deukciótétel érvényességéhez a következ® két sémára van szükségünk:

A ⊃ (B ⊃ A) (1)

és

(A ⊃ (B ⊃ C)) ⊃ ((A ⊃ B) ⊃ (A ⊃ C)). (2)

Most, hogy már láttunk axiómasémákat, itt az ideje megmondani, mi egy
axiómaséma behelyettesítése. Az (1) séma egy behelyettesítését kapjuk pél-
dául, ha az A és a B helyébe egy-egy konkrét (azaz a mondatbet¶kb®l és
a ⊥-ból az imént tárgyalt grammatikai szabályok alapján képzett, de nem
feltétlenül különböz® mondatot) helyettesítünk. Így ha m egy mondatbet¶,
akkor az (m & ¬m) ⊃ ((m∨ ¬m) ⊃ (m & ¬m)) mondat a (2) séma egy be-
helyettesítése (a séma �egy példánya�) , de ilyen a ⊥ ⊃ (⊥ ⊃ ⊥) is. Ugyanígy
értelmezzük az összes többi séma behelyettesítését is.
Mondatokat természetesen csak a sémabet¶k (A, B, C) helyébe írhatunk;

⊥ szerepét csak ⊥ játszhatja el.[Természetesen létezik ennél precízebb meg-
határozás � az Olvasó is megpróbálkozhat egy ilyen megadásával �, de a
továbbiakban nem lesz rá szükségünk.] Az axiómasémák behelyettesítéseit
alkalmanként axiómáknak nevezzük.

2.10.1. Tétel. Ha egy kalkulusban a modus ponens az egyetlen következ-

tetési szabály, akkor (1) és (2) garantálja a dedukciótételt.
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Bizonyítás: Tegyük fel ugyanis, hogy � adott Γ mondathalmaz, valamint m és n
mondatok esetén � Γ ∪ {m} ` n. Ekkor létezik mondatoknak egy olyan

k1

k2

...
kz

véges sorzata, amelyben kz = n, és amelynek minden tagja vagy
� axióma (azaz egy axiómaséma behelyettesítése), vagy
� Γ ∪ {m} eleme, vagy
� a sorozat két el®z® tagjából modus ponensszel következik.
Tekintsük most az iménti mondatsorozat alapján felírt

m ⊃ k1

m ⊃ k2

...
m ⊃ n

sorozatot. Megmutatjuk, hogy ez a sorozat � további tagok hozzávételével � leve-
zetéssé alakítható, méghozzá az utolsó, m ⊃ n mondat Γ -ból való levezetésévé.

Az, hogy mit kell még beillesztenünk m ⊃ ki elé, attól függ, hogy az eredeti
levezetésben ki honnan származik. Három eset lehetséges. (a) Ha az eredeti leve-
zetésben szerepl® ki axióma, akkor m ⊃ ki is logikai igazság: modus ponensszel
megkapható ki és ki ⊃ (m ⊃ ki) alapján (az utóbbi az (1) séma behelyettesítése).
(b) Ha ki a Γ ∪ {m} mondathalmaz eleme, akkor két eset lehetséges: (i) k1 ∈ Γ vagy
(ii) ki = m. (i) Ha ki ∈ Γ , akkor Γ ` m ⊃ ki: itt megint elegend® az (1) sémára
hivatkozni. (ii) Ha ki = m, akkor m ⊃ ki = m ⊃ m, az utóbbi azonban (1) és (2)
alapján levezethet®:

(m ⊃ ((m ⊃ m) ⊃ m)) ⊃ ((m ⊃ (m ⊃ m)) ⊃ (m ⊃ m))

(m ⊃ (m ⊃ m))

(m ⊃ (m ⊃ m)) ⊃ (m ⊃ m)

(m ⊃ (m ⊃ m))

(m ⊃ m)

[A levezetés els® sora a (2) axiómaséma, a második az (1) axiómaséma behelyet-
tesítése; a harmadik sor az els® kett®b®l modus ponensszel következik, a negyedik
újra az (1) séma behelyettesítése; az ötödik pedig a harmadikból és a negyedikb®l
kapható meg modus ponensszel. Ellen®rizzük!]

(c) Az eredeti levezetésbeli ki mondatot modus ponesszel a kh és kh ⊃ ki

mondatokból kaptuk. Ebben az esetben a második mondatsorozatban � az m ⊃ ki

el®tt � szerepelniük kell az m ⊃ kh és a m ⊃ (kh ⊃ ki) mondatoknak. Ekkor
azonban a (2) behelyettesítéseként kapott

(m ⊃ (kh ⊃ ki)) ⊃ ((m ⊃ kh) ⊃ (m ⊃ ki))

axiómából a modus ponens kétszeri alkalmazásával éppen az m ⊃ ki mondatot

kapjuk. ♥
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2.10.2. Igazoljuk, hogy A ⊃ B olyan mondat, amelyre teljesül, hogy (i) bel®le
és A-ból a B mondatra következtethetünk, és amely (ii) a �leggyengébb� olyan
mondat, amelyre (i) teljesül, azaz tetsz®leges C mondat esetén, amennyiben C-b®l
és A-ból következik B, úgy C-b®l következik A ⊃ B is! [A �leggyengébb� kitétel
természetesen egy minimumot jelent � hamarosan látni fogjuk, milyen rendezés
szerint. Az (i) és (ii) kitételeket tekinthetjük a kondicionális strukturalista meg-
határozásának.]

Alternáció

Az alternációra vonatkozó következtetési szabályok: (i) ha Γ ` A, akkor �
tetsz®leges B-vel � Γ ` A∨ B és Γ ` B∨A, és (ii) ha Γ ` A∨ B, Γ ∪ {A} ` C
és Γ ∪ {B} ` C, akkor Γ ` C.
Ahhoz, hogy ezek a kalkuluson alapuló levezetés szerint is érvényesek le-

gyenek, elegend®, ha rögzítjük az alábbi axiómasémákat:

A ⊃ (A∨ B) (3)

A ⊃ (B∨A), (4)

(A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A∨ B) ⊃ C)) (5)

Lássuk a szabályok igazolását. (i) Tegyük fel, hogy a Γ mondathalmazból
levezethet® az A mondat. Könnyen belátható: ha

...
A

az A mondat egy levezetése a Γ premisszahalmazból, akkor

...
A

A ⊃ (A∨ B)

A∨ B

megteszi az A ∨ B mondat egy levezetésének. Ha ugyanis az els® leveze-
tésben kizárólag Γ elemei, axiómasémák behelyettesítései, illetve két el®z®
sorból modus ponensszel kapott mondatok állnak, akkor ez a második mon-
datsorozatra is áll: az utolsó el®tti sor ugyanis egy axióma, az utolsó pedig az
el®z® kett®b®l modus ponensszel kapható meg. Ha most nem a (3), hanem a
(4) sémát alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy Γ ` A fennállásából tetsz®le-
ges B mondat esetén Γ ` B∨A következik. Végül ha Γ ` A∨B, Γ ∪ {A} ` C
és Γ ∪ {B} ` C egyaránt fennáll, akkor a két utóbbiból a dedukciótétel szerint
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Γ ` A ⊃ C és Γ ` B ⊃ C. Létezik tehát olyan

...
A∨ B

A ⊃ C
B ⊃ C

mondatsorozat, amelyben a kipontozott helyeken kizárólag Γ elemei, axió-
masémák behelyettesítései vagy két korábbi tagból modus ponensszel kapott
mondatok állnak. Ekkor a

...
A∨ B

A ⊃ C
B ⊃ C
(A ⊃ C) ⊃ ((B ⊃ C) ⊃ ((A∨ B) ⊃ C))

(B ⊃ C) ⊃ ((A∨ B) ⊃ C)

(A∨ B) ⊃ C
C

mondatsorozat (amelyben a kipontozott rész megegyezik az el®bbi levezetés
kipontozott részével) a C mondat egy Γ -ból való levezetése.

2.10.3. Ellen®rizzük, hogy valóban ez a helyzet!

2.10.4. Bizonyítsuk be, hogy A∨ B olyan mondat, amelyre teljesül, hogy (i) tet-
sz®leges Cmondat esetén, amennyiben C-b®lA és B is következik, úgy C következik
az A ∨ B mondatból is, és (ii) a leggyengébb olyan mondat, amelyre (i) teljesül,
azaz tetsz®leges D mondat esetén, ha bármely C mondat, amely A-ból és B-b®l is
következik, következik D-b®l is, akkor D-b®l következik A ∨ B! [Ezt tekinthetjük
az alternáció strukturalista meghatározásának.]

Konjunkció

A konjunkció következtetési szabályai: (i) ha Γ ` A és Γ ` B, akkor Γ `
A & B, valamint (ii) Γ ∪ {A & B} ` A és Γ ∪ {A & B} ` B. Egy konjunkcióra �
bizonyos premisszák alapján � akkor következtethetünk, ha � ugyanabból a
premisszahalmazból � a konjunkció mindkét tagja következik; egy konjunk-
cióból bármelyik tagja következik.
Ahhoz, hogy ezek � ugyancsak mint levezetett sémák � a kalkulussal értel-

mezett ` reláció szerint érvényben maradjanak, elegend® a következ® három
axiómaséma:

A ⊃ (B ⊃ (A & B)), (6)
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(A & B) ⊃ A (7)

és

(A & B) ⊃ B. (8)

2.10.5. Vezessük le az &-szabályokat a (6)�(8) sémák és a dedukciótétel alapján.

2.10.6. Bizonyítsuk be, hogy A & B olyan mondat, amelyb®l (i) az A és a B mon-
dat egyaránt következik, továbbá amely (ii) a leggyengébb olyan mondat, amelyre
(i) teljesül, azaz tetsz®leges C mondat esetén, amennyiben C-b®l A is és B is követ-
kezik, úgy C-b®l következik A∨B is! [Ezt tekinthetjük a konjunkció strukturalista
meghatározásának.]

Negáció, falsum

A negáció � mint már említettük � értelmezhet® ⊥ alapján is: ¬A ekkor per
de�nitionem az A ⊃ ⊥ mondat. A kondicionálisra vonatkozó szabályaink
szerint így ha Γ ` A és Γ ` ¬A, akkor Γ ` ⊥, illetve ha Γ ∪ {A} ` ⊥, akkor
Γ ` ¬A. Ekkor elegend®, ha a falsumra vonatkozóan egy egyszer¶ sémát
rögzítünk:

⊥ ⊃ A, (F)

a falsumból tehát bármi következik. Ha a falsumot és a negációt egyaránt
használjuk, akkor felvehetjük az

A ⊃ (¬A ⊃ ⊥)

sémát is. Ha pedig a falsum nem szerepel a logikai konstansaink között,
akkor (F) helyett a következ® két séma biztosítja a negáció �megfelel®en�
viselkedését.

(A ⊃ B) ⊃ ((A ⊃ ¬B) ⊃ ¬A) (9)

és

¬A ⊃ (A ⊃ B). (10)

2.10.7. Igazoljuk, hogy a ¬A mondat olyan, amelyre fennáll, hogy (i) a {A,¬A}

premisszahalmazból bármely mondat következik, és amely (ii) a �leggyengébb� az
(i) feltételnek eleget tev® mondatok között, azaz tetsz®leges B mondat esetén,
amennyiben az {A,B} mondathalmazból bármely mondat következik, úgy B-b®l
következik ¬A is! [Ez lenne a negáció strukturalista meghatározása.]
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A ` reláció

Az (1)-(10) vagy az (1)�(8), (F) sémák az intuicionista logika Frege�

Hilbert-stílusú kalkulusának sémái. Ha ezekhez a sémákhoz hozzávesszük

a kizárt harmadik érvényességét rögzít®

A∨ ¬A,

sémát, vagy a kett®s tagadás

¬¬A ⊃ A

sémáját, akkor az így értelmezett szintaktikai következményreláció a

klasszikus propozicionális logika szintaktikai következményrelációja.

Gyakran használjuk a bikondicionálist (⇔) is. A bikondicionális mind az
intuicionista, mind a klasszikus logikában de�niált logikai konstans:

A ≡ B ⇔def (A ⊃ B) & (B ⊃ A)

A propozicionális logika mint kategória

Ha adott az intuiconista propozicionális logika mondatainak egy halmaza a
` relációval, akkor egyúttal egy kategóriát is értelmezhetünk. Az LI kategó-
ria objektumai a mondatok; az m mondatból az n mondatba mutató nyilak
pedig az {m} ` n levezetések, azaz olyan véges mondatsorozatok, amelyek-
nek minden tagja vagy m, vagy az (1)-(10), vagy az (1)�(8), (F) axióma-
sémák behelyettesítése, vagy a sorozat két el®bbi tagjából a modus ponens
következtetési szabály alapján kapható meg � a sorozat utolsó tagja pedig
n. Ha a kizárt harmadik sémájának alkalmazását is megengedjük, akkor a
klasszikus logika kategóriaelméleti megfelel®jét kapjuk. [Jegyezzük meg: a
dedukciótétel alapján az {m} ` n levezetések az m ⊃ n kondicionális � üres
premisszahalmazból való � levezetéseivé alakíthatók.]
Ezzel valóban egy kategóriát adtunk meg. Az 1-nyilak a legegyszer¶bb

levezetések: ha x egy mondat, akkor x megteszi egy {x} ` x levezetésnek.
[Ellen®rizzük!] Ha x −→ y és y −→ z, akkor létezik két véges mondatso-
rozat, amelyek közül az els® az {x} ` y, a második az {y} ` z fennállását
igazolja. Ha most a két véges mondatsorozat tagjait egymás után leírjuk,
akkor (mint az könnyen belátható) egy {x} ` z levezetést kapunk. A nyilak
kompozíciója tehát a szokásos módon értelmezhet®, és nem jelent problémát
az asszociativitás igazolása sem: ha három mondatsorozatot kell egymás után
illesztenünk, akkor mindegy, hogy az els® kett® után illesztjük a harmadi-
kat, vagy az els® után illesztjük a második és a harmadik összeillesztéséb®l
(magyarul konkatenációjából) kapott mondatsorozatot.
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Az LI kategóriában két objektum között több nyíl is haladhat, elvégre egy
mondatból egy másikat többféleképpen is levezethetünk. Ebben a kategóri-
ában nincs sem terminális, sem iniciális objektum. Ha ugyanis az iniciális
objektum szerepét bármi betölthetné, akkor az csak a falsum lehet, elvégre
�hamis állításból bármi következik�: ha m egy mondat, akkor � mint az
könnyen ellen®rizhet® � az alábbi mondatsorozat azt igazolja, hogy {⊥} ` m:

⊥
⊥ ⊃ m
m

Ez azonban nem az egyetlen levezetés, elvégre a sorozatot � például � tet-
sz®leges axióma tetsz®leges behelyettesítésével b®víthetnénk, ami viszont azt
jelenti: tetsz®leges A mondat esetén létezik ⊥ −→ A nyíl, csak éppen végte-
len sok, nem pedig � mint azt az iniciális objektum de�níciója megkövetelné
� pontosan egy.
Hasonló sors vár a terminátor-esélyes verumra (> = ⊥ ⊃ ⊥ is. A

(⊥ ⊃ ((⊥ ⊃ ⊥) ⊃ ⊥)) ⊃ ((⊥ ⊃ (⊥ ⊃ ⊥)) ⊃ (⊥ ⊃ ⊥))

(⊥ ⊃ (⊥ ⊃ ⊥))

(⊥ ⊃ (⊥ ⊃ ⊥)) ⊃ (⊥ ⊃ ⊥)

(⊥ ⊃ (⊥ ⊃ ⊥))

(⊥ ⊃ ⊥)

levezetés szerint > az üres premisszahalmzaból (és így tetsz®leges m mon-
datból is) levezethet®. [A levezetés els® sora a (2) axiómaséma, a második
az (1) axiómaséma behelyettesítése; a harmadik sor az els® kett®b®l mo-
dus ponensszel következik, a negyedik újra az (1) séma behelyettesítése; az
ötödik pedig a harmadikból és a negyedikb®l kapható meg modus ponens-
szel. Ellen®rizzük! Déja vue?] De ez a levezetés is kényünk-kedvünk szerint
b®víthet®, így ugyanazt mondhatjuk, mint az iniciális objektum esetében:
tetsz®leges A mondat esetén létezik A −→ > nyíl, csak éppen végtelen sok,
és nem � mint azt a terminátor de�níciója megkövetelné � pontosan egy.
A probléma orovosolható. Tekintsük ugyanis azt az L∗I a kategóriát, amely-

nek objektumai ugyanazok, mint az LI kategória objektuma (azaz a propo-
zicionális logika mondatai), de a nyilakat másképp értelmezzük: az, hogy
létezik A −→ B nyíl, azt jelenti, hogy létezik {A} ` B levezetés. Így � mint
az könnyen ellen®rizhet® � egy �el®rendezés-kategóriát kapunk. Ennnél is
fontosabb azonban, hogy az új nyílde�nícióval ⊥ és > már valóban iniciális,
illetve terminális objektum lesz. [Ha csak az számít, hogy létezik legalább

egy levezetés, akkor hiába van ezer. . . ]
Ha nem az intuicionista, hanem a klasszikus logika levezetésfogalmából

indulunk ki, akkor a LC, illetve L∗C kategóriákat kapjuk.
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3. fejezet

Kategóriakonstrukciók

Ha adott egy (vagy több) kategória, akkor természetes módon értelmezhe-
tünk további kategóriákat.

3.1. �A dualitás elve�

Idézzük fel a kategória de�nícióját. Egy kategória nyilak és objektumok olyan
összessége, amelyre teljesül a következ® négy állítás. (i) Minden f nyílhoz lé-
tezik pontosan egy Dom f és pontosan egy Codom f objektum, amelyekre
teljesül, hogy az f nyíl Dom f-b®l indul és Codom f-be érkezik. (ii) Ha az
f és g nyilak olyanok, hogy Codom f = Domg, akkor egyértelm¶en lé-
tezik a g ◦ f kompozíció, amelyre teljesül, hogy Dom (g ◦ f) = Dom f és
Codom (g ◦ f) = Codomg. (iii) Minden A obejktumhoz létezik egy 1A-nyíl,
amelyre Dom 1A = Codom 1A = A, továbbá tetsz®leges olyan g nyíl ese-
tén, amelynél Domg = A, 1A ◦ g = g, és tetsz®leges olyan g ′ nyíl esetén,
amelyre Codomg ′ = A, g ′ ◦1A = g ′. (iv) Tetsz®leges f, g és h nyílak esetén,
amennyiben létezik az f ◦g és a g ◦h kompozíció, akkor létezik az (f ◦g) ◦h
és az f ◦ (g ◦ h) kompozíció is, és a két utóbbi egyenl®.
Végezzünk el most egy kísérletet a szövegszerkeszt®vel. Cseréljük le a

négy állításban valamennyi Dom-ot Codom-ra és viszont, ezen felül írjuk
valamennyi kompozíciót fordított sorrendben. Érdekes eredményre jutunk:
az új állítások ugyanazt mondják. Ellen®rizzük ezt a (ii) esetében. Az em-
lített cserékkel azt kapjuk: Ha az f és g nyilak olyanok, hogy Dom f =

Codomg, akkor egyértelm¶en létezik az f ◦ g kompozíció, amelyre telje-
sül, hogy Codom (f ◦ g) = Codom f és Dom (f ◦ g) = Domg. Ez ugyanazt
�mondja�, mint (ii): ha két nyíl olyan, hogy a második onnan indul, ahova
az els® érkezik, akkor létezik a kompozíciójuk, amely onnan indul, ahonnan
az els®, és oda érkezik, ahova a második. [Az, hogy az új változatban g sze-
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repét f játssza és viszont, nyilván nem oszt nem szoroz � elvégre tetsz®leges
nyilakról van szó.]

3.1.1. Ellen®rizzük, hogy (i), (iii) és (iv) hasonlóan viselkedik.

Legyen ϕ egy, a kategóriaelmélet nyelvén megfogalmazott állítás; jelölje
ϕ fentiek szerinti �fordítását� ϕ∗. [Világos, hogy (ϕ∗)∗ = ϕ.] Mivel a kate-
góriaelmélet bármely α axiómája esetén α∗ = α, azért ha ϕ az axiómákból

levezethet®, akkor levezethet® ϕ∗ is.

Ha tehát egy ϕ állítás igaz minden C kategóriában, akkor ϕ∗ is ilyen, azaz
tetsz®leges ϕ állítás esetén ϕ⇒ ϕ∗.
A geometriában valamelyest jártas Olvasó nyilván már megjegyezte ma-

gában: hasonló szituációval találkozhatunk � például � a projektív síkok
elméletében. A projektív sík axiómái között szerepel például, hogy ármely

két különböz® ponthoz létezik pontosan egy egyenes, amelyre mindkét

pont illeszkedik, és az is, hogy bármely két különböz® egyeneshez létezik

pontosan egy pont, amelyre mindkét egyenes illeszkedik. Ha a �pont� szó
helyett �egyenest� írunk, akkor az el®bbi az utóbbivá alakul és viszont. [Itt
kihasználtuk az �illeszkedik� kifejezés kétértelm¶ségét � az egyik esetben azt
értjük rajta, hogy �átmegy�, a másikban meg azt, hogy �rajta van�. Ha ez
utóbbiakat alkalmazzuk, akkor a �fordításban� ®ket is fel kell cserélnünk.]
Mi több, általánosan is igaz: ha egy ϕ állítás az axiómák alapján levezet-
het®, akkor levezethet® a �pont� és �egyenes� szavak felcserélésével kapott
ϕ∗ �fordítása� is.
Egyebek mellett a fenti meg�gyelések adják a következ® de�níció jelent®-

ségét.

3.1.1 De�níció. Legyen C egy kategória. A C ellentett vagy duális kate-

góriájának (röviden duálisának) nevezzük azt a Cop kategóriát, amelynek

objektumai ugyanazok, mint C objektumai, nyilai pedig C nyilainak megfor-

dításai:

1. ha f : A −→ B egy nyíl a C kategóriában, akkor f : B −→ A nyíl a Cop
kategóriában;

2. az 1-nyilak a C és a Cop kategóriában ugyanazok;

3. ha a C kategóriában h = g ◦ f, akkor a Cop kategóriában h = f ◦ g.

3.1.2. Ellen®rizzük, hogy (Cop)op = C.
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Példák

Fontos, hogy lássuk: a Setop kategória nyilai nem függvények. Azt, hogy
f : A −→ B egy Setop-beli nyíl, csupán azt jelenti, hogy Set-ben f : B −→ A

nyíl, azaz függvény; a Set kategória duálisa ebben az értelemben tisztán
formális konstrukciónak tekintend®. Hasonló megjegyzés érvényes minden
olyan kategóriára, amelynek nyilai (esetleg struktúratartó) függvények.
Diszkrét kategória duálisa is diszkrét, hiszen minden egy 1-nyíl önmaga

megfordítása. Ha a C kategóriát egy 〈E,≤〉 el®rendezésb®l származtattuk, ak-
kor Cop a 〈E,≥〉 el®rendezésb®l származó kategória. [Az E halmaz tetsz®leges
x, y elemei esetén x ≤ y pontosan akkor, ha y ≥ x.]

3.1.3. Mik a duálisai a 2.3. alfejezetbeli �csöppnyi� kategóriáknak?

3.1.4. Igazoljuk, hogy ha egy monoid kommutatív, akkor a neki megfeltetett egy-
elem¶ kategória duálisa önmaga! Mi a helyzet, ha a monoid nem kommutatív?

A megszámlálható köznevek CN kategóriájának CNop duális kategóriá-
jában a nyilakat természetes módon mint aspektusokat értelmezhetjük. Ha
például hentes −→ ember egy nyíl a CN kategóriában (�minden hentes em-
ber�), akkor a fordított irányú CNop-beli nyilat így értelmezhetjük: bizonyos
emberekre gondolhatunk úgy, mint hentesekre.

Duális konstrukciók

Idézzük fel a terminális objektum de�nícióját: egy C kategóriában az A ob-
jektumot terminálisnak nevezzük, ha C bármely X objektuma esetén ponto-
san egy olyan f nyíl létezik, hogy Dom f = X és Codom f = A. A �fordítás�
így szól: C bármely X objektuma esetén pontosan egy olyan f nyíl létezik,
hogy Dom f = A és Codom f = X � ez pedig éppen azt mondja, hogy A � a
C kategóriában iniciális objektum. Ha most nem csupán az A de�níciójában
szerepl® nyilakat fordítjuk meg, hanem a teljes hátteret, vagyis a C kategó-
ria összes nyilát is (azaz áttérünk a Cop kategóriára), akkor valójában nem
változik semmi: A terminális objektum marad � a Cop kategóriában.
Az ilyen esetekben duális fogalmakról (vagy konstrukciókról) beszélünk.

Ha tehát belátjuk, hogy egy tetsz®leges C kategóriában minden terminális
objektum izomorf, akkor egyúttal azt is beláttuk, hogy bármely C kategóri-
ában minden iniciális objektum izomorf, hiszen minden iniciális objektum
terminális � a megfelel® duális kategóriában.

3.1.5. Mutassuk meg, hogy az �A és B a C kategória izomorf objektumai� állítás
fordítása önmaga, azaz ha A és B a C kategóriában izomorfak, akkor ilyenek az Cop
duális kategóriában is!

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



72 3. KATEGÓRIAKONSTRUKCIÓK

3.2. Részkategória

A részstruktúrákkal a matematikában lépten-nyomon találkozunk. Egy al-
gebrai példát említve: a nemnulla racionális számok multiplikatív csoport-
jában (amelyben az alaphalmaz a nemnulla racionális számok halmaza, a
m¶velet a szokásos szorzás, a neutrális elem az 1, az inverz pedig a reciprok)
az {1}, a {−1, 1} halmazokra, vagy éppenséggel az összes pozitív racioná-
lis szám Q+ halmazára is teljesül, hogy zárt a m¶veletre nézve (a halmaz
bármely két elemét összeszorozva halmazbeli elemet kapunk), (elemként)
tartalmazza a csoport egységelemét, és zárt az inverzképzésre is (tetsz®leges
elemével együtt annak reciproka is eleme). Az ilyen esetekben részcsoport-
ról beszélünk. Általánosabban: a 〈G ′, � ′, e ′, i ′〉 csoport az 〈G, �, e, i〉 csoport
részcsoportja, amennyiben G ′ ⊆ G, e ′ = e, a � ′ és az i ′ m¶velet pedig olya-
nok, hogy tetsz®leges x, y ∈ G ′ esetén x� ′y = x�y ∈ G ′ és i ′(x) = i(x) ∈ G ′.
Mindenezek után a kategóriákra vonatkozó analóg de�níció nem jelent

különösebb megrázkódtatást.

3.2.1 De�níció. Azt mondjuk, hogy a C kategória a D kategória részkate-

góriája, ha

1. C minden objektuma D objektuma, és minden C-beli nyíl a D kategó-

riában is nyíl, azaz ObC ⊆ ObD és ArC ⊆ ArD.

2. Bármely C-beli f nyíl C-beli kiindulópontja, illetve végpontja ugyanaz,

mint az illet® nyíl D-beli kiinduló-, illetve végpontja; így tetsz®leges

A,B ∈ Ob C esetén HomD(A,B) ⊆ HomD(A,B).

3. A C kategória tetsz®leges A objektumának C-beli 1A 1-nyila egyúttal

D-beli 1-nyíl is.

4. Ha f : A −→ B és g : B −→ C a C kategória komponálható nyilai,

akkor a C-beli g ◦ f kompozíció ugyanaz, mint az f és g nyilak D-beli
kompozíciója.

Azt, hogy a C kategória a D kategória részkategóriája, általában így jelöljük:
C ⊂ D.

Példák

Tetsz®leges C kategória esetén C ⊂ C. Ha C ′ az a kategória, amelyet úgy
kapunk, hogy a C-ben csak az 1-nyilakat hagyjuk meg (azaz C-t diszkrétté
csupaszítjuk), akkor C ′ ⊂ C.
A halmazok és a függvények Set kategóriájában a véges halmazok (és a

közöttük haladó függvények) Finset-tel jelölt kategóriája részkategóriát al-
kot. Tetsz®leges E és F véges halmazok esetén a Finset-beli E −→ F nyilak
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ugyanazok, mint a Set-beli nyilak (azaz HomFin(A,B) ⊆ HomSet(A,B)); azt
mondjuk, hogy Finset teljes részkategóriája Set-nek. A Set kategória más-
fel®l részkategóriája a halmazok és relációk Rel kategóriájának. Ez utóbbi
viszonyban a Hom-halmazok nyilván különböznek (két halmaz között általá-
ban �több� reláció értelmezhet®, mint függvény), a két kategória objektumai
viszont ugyanazok. Ez utóbbi tényre gyakran így hivatkozunk: Set a Rel
�széles� részkategóriája.
A Fin kategória érdekes részkategóriája a Neumann-féle véges rendszámok

(és a közöttük haladó függvények) Finord kategóriája. (A véges rendszámok
� mint emlékszünk � a természetes számok halmazelméleti �modelljei�; a
nullának a ∅, az {n+ 1} számnak pedig az n-elem¶ {0, 1, . . . , n} halmaz felel
meg.) Finord teljes, de nem széles kategória Finset-ben, rendelkezik ugyan-
akkor egy �gyelemre méltó tulajdonsággal: a Finset kategória tetsz®leges
A objektumához létezik Finord-beli A ′ objektum, amellyel A � a Finset
kategóriában � izomorf. Az ilyen esetekben reprezentatív részkategóriáról

beszélünk.

3.2.1. Igazoljuk, hogy valóban így áll a dolog!

Mivel minden monoid egyúttal félcsoport is, a monoid-homomor�zmusok
tekinthet®k speciális részcsoport-homomor�zmusnak. A kategóriákra áttérve
ez annyit tesz: a monoidok kategóriája a félcsoportok kategóriájának (se nem
teljes, se nem széles) részkategóriája.
Egy 〈E,≤〉 el®rendezésb®l származó C kategória esetében a C ′ ⊂ C rész-

kategóriák azoknak az 〈E ′,≤ ′〉 el®rendezéseknek felelnek meg, amelyekben
E ′ ⊆ E, a ≤ ′ rendezés pedig (mint rendezett párok halmaza) részhalmaza a
≤ rendezésnek.

3.2.2. Mifélék a részkategóriák a természetes számok szokásos 〈N,≤〉 rendezéséb®l
származtatott kategóriában?

A klasszikus propozicionális logikai levezetésekben a kizárt harmadik (vagy
a kett®s tagadás) sémája is alkalmazható, az intuicionista logika levezetése-
iben viszont nem. Mivel a levezethet®ség de�níciója a két esetben ezen felül
semmi másban nem különbözik, nyilvánvaló, hogy egy intuicionista logika-
beli levezetés egyúttal klasszikus logikai levezetés is. Eszerint tehát (2.10.
alfejezet jelöléseit használva): LC ⊂ LI és L∗C ⊂ L∗I . Egyel®re nem tud-
juk igazolni, hogy itt nem teljes részkategóriákról van szó � de nyugodtan
elhihetjük. . .

3.2.3. Keressünk részkategória-viszonyokat az általános logikai kategóriák között!
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3.3. Nyílkategóriák

Ha egy nyíl �valaki� � de elegalábbis egy objektum � szeretne lenni, a ka-
tegóriaelmélet készen áll a megfelel® konstrukcióval. Tetsz®leges C kategória
esetén értelmezhet® ugyanis egy olyan � C→-lal jelölt � kategória, amelynek
objektumai a C kategória nyilai. A C→ nyíl-kategóriában az f : A −→ B

objektumból a g : C −→ D objektumba érkez® nyilak a C kategória olyan
m : A −→ C és n : B −→ D nyilaiból álló 〈m,n〉 rendezett párok, amelyekkel
az

A
m //

f

��

C

g

��
B n

// D

diagram kommutatív, azaz n ◦ f = g ◦m. A kompozíciók értelmezése nem
okoz problémát: ha az 〈m,n〉 nyíl a C→ kategória f : A −→ B objektumából
a g : C −→ D objektumba, az 〈m ′, n ′〉 nyíl pedig a g : C −→ D objektumból
a h : E −→ F objektumba érkezik, akkor a

A
m //

f

��

C

g

��

m ′ // E

h

��
B n

// D
n ′
// F

diagramban mindkét négyzet kommutatív, így nyilván kommutatív a tégla-
lap is: h◦m ′ ◦m = n ′ ◦n◦f. Ez pontosan azt jelenti, hogy az 〈m ′ ◦m,n ′ ◦n〉
nyíl megfelel a 〈m ′ n ′〉 ◦ 〈m,n〉 kompozíciónak.
A C→ kategória f : A −→ B objektumának 1-nyila az 1f = 〈1A, 1B〉 rende-

zett pár; az

A
1A //

f

��

A

f

��
B

1B

// B

diagram nyilván kommutatív.

3.3.1. Ellen®rizzük, hogy az imént de�niált kompozíció asszociatív, és hogy az
1-nyilak valóban hatástalanok.

A konstrukció általánosítható. Tetsz®leges C kategória esetén értelmezhe-

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



3.3. NYÍLKATEGÓRIÁK 75

tünk egy CB kategóriát, amelynek objektumai a C kategória

A

��???????
// C

B

??�������

�kommutatív háromszögei�, nyilai pedig a C kategória nyilainak rendezett
hármasai, amelyekkel a

A

!!BBBBBBBB
// C

B

>>||||||||

A ′

  BBBBBBBB

OO

// C ′

OO

B ′

>>}}}}}}}}

OO

háromszög alapú hasábok kommutatívak.

3.3.2. Mik a kompozíciók és az 1-nyilak ebben a kategóriában? Értelmezzünk
nyíl-kategóriát, amelynek objektumai a C kategória kommutatív négyzetei! [Egy
négyzet �többféleképpen� is lehet kommutatív.]

3.3.3. Legyen C egy kategória. Mik az ojektumai és nyilai a (C→)→ kategóriának?

A részaspektusok kategóriája

A kategóriakonstrukciók természetesen kombinálhatók is. A megszámlálható
köznevek CN-kategóriájából képzett (CNop)

→ kategória. Ennek objektumai
a CN kategória nyilainak megfordításai, amelyek � mint emlékszünk � értel-
mezhet®k a megszámláható köznevek lehetséges aspaktusaiként. Ha f : apa

−→ férfi egy nyíl valamely C CN-kategóriában, akkor a CNop kategóriá-
ban e nyíl megfelel®je értelmezhet® így: bizonyos fér�akra úgy gondolhatunk,
mint apákra. Hasonlóan, ha a C kategóriában van g : szül® −→ ember nyíl,
akkor ennek duálisa azt mondja: némelyik ember szül®. Ha pedig az f és a g
nyilak duálisaira mint a (CNop)

→ kategória objektumaira gondolunk, akkor
egy közöttük haladó nyíl � de�níció szerint � nem más, mint egy CNop-
beli nyilakból álló 〈m,n〉 rendezett pár. Könnyen kitalálható, mifélék ezek a
nyilak: azok, amelyek a C kategóriában �azt mondják�: �minden fé� ember�,
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illetve azt, hogy �minden apa szül®�. Lássuk tehát a � (CNop)
→-beli � ábrát:

ember

g

��

m // férfi

f

��
szül® n

// apa

Ilyenkor azt mondhatjuk, hogy az f aspektus a g aspektus �részaspektusa�.
A (CNop)

→ kategóriát ezek szerint egyfajta alapvet® aspektuselméletként is
értelmezhetjük.

3.4. Szeletkategóriák

A szeletkategóriák bizonyos értelemben � amelyre az alfejezet végén vissza-
térünk � a nyílkategóriákkal állnak közeli rokonságban.
Legyen C egy kategória, A pedig C egy objektuma. Értelmezzünk egy C↓A

kategóriát a következ®k szerint. A C↓A kategória objektumai a C kategória
A-ba érkez® nyilai; az f : B −→ A objektumból a g : C −→ A objektumba
érkez® nyilak pedig a C kategória azon s : B −→ C nyilai, amelyekkel g◦s = f,
azaz amelyekkel a

B
s //

f ��??????? C

g
���������

A

diagram kommutatív. A kompozíció értelmezése a következ®. Ha az f : B −→
A és a g : C −→ A C↓A-objektumok között az s, a g : C −→ A és a : C −→ A

pedig a t nyíl halad, akkor az t ◦ s C↓A-beli kompozíciónak megteszi a t ◦ s
C-beli kompozíció:

B
t◦s //

s

&&MMMMMMMMMMMMM

f

��4444444444444444444444 D

h

��























C

t

88ppppppppppppp

g

��
A
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Az 1B nyíllal a

B
1B //

f ��??????? B

f

���������

A

diagram automatikusan kommutatív: 1B tehát a C↓A kategória f : B −→ A

objektumának 1-nyila.

3.4.1. Bizonyítsuk be, hogy az C↓A kategóriában értelmezett kompozíció asszoci-
atív, és hogy az 1-nyilak is a kategóriade�níciónak megfelel®en viselkednek.

C↓A tehát valóban kategória, a szokásos elnevezése: szeletkategória, vagy
az A alatti objektumok kategóriája.

A Set ↓A kategória objektumai az A-ba érkez® függvények; egy 〈E,≤〉
el®rendezésb®l származó C kategória és egy e ∈ E objektum esetén a C↓a ob-
jektumai az E halmaz azon elemeinek felelnek meg, amelyek a ≤ el®rendezés
szerint �kisebbek�, mint e.
A C↓A minden objektuma egy X −→ A alakú nyíl. Ezeket a nyilakat a

〈f, X〉 rendezett pár egyértelm¶en meghatározza felírni, és esetenként célszer¶
lehet � mondjuk � a 〈f1, X1〉 objektumból a 〈f2, X2〉 objektumba érkez®
nyilakról beszélni.

Nyílkategóriák és szeletkategóriák

Egy adott C kategória esetében a C→ és C↓A objektumai egyaránt nyilak,
és az utóbbiak az el®bbiek egy szépen körülhatárolt részét alkotják. Ter-
mészetes kérdés tehát: vajon az utóbbi kategória nem részklategóriája az
el®bbinek? Az elhamarkodott válasz a kérdésre egyértelm¶ nem � elvégre
az el®bbi kategória nyilai a C kategória nyilaiból álló rendezett párok, az
utóbbiéi viszont � �egyszer¶� � C-nyilak.
A megfontolt válasz: lényegében igen. Tekintsük ugyanis a C→ kategória

X // A alakú elemeinek, és 〈f, 1A〉 alakú nyilainak összességét. Ezek � mint
az könnyen ellen®rizhet® � C→ egy C→

A részkategóriáját alkotják.

3.4.2. Ellen®rizzük könnyen!

A C ↓A és a C→
A kategória objektumai tehát megegyeznek, és a nyilaik

között is igen intim a viszony: ha az el®bbi kategória egy f nyilának az
utóbbi kategória 〈f, 1A〉 alakú nyilát feleltethetjük meg, akkor a kompozíciók

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



78 3. KATEGÓRIAKONSTRUKCIÓK

is egyszerre �m¶ködnek�, hiszen egy

B
s //

f ��??????? C

g
���������

A

háromszög pontosan akkor kommutatív, ha a

B
s //

f

��

C

g

��
A

1A

// A

négyzet is az.

3.4.3. Ellen®rizzük, hogy az iménti �megfeleltetéssel� 1-nyilakhoz 1-nyilakat ren-
delünk!

3.4.4. Bizonyítsuk be, hogy a C↓A kategóriában 1A terminális objektum!

A C↓A és a C→
A kategória tehát �lényegében� ugyanaz. Ez a �lényegében�

ugyanaz természetesen izomor�zmust jelent: a kategóriák kategóriájában,
amelyben a nyilak a funktorok � de ez egy kés®bbi fejezet zenéje.

Fordítsunk!

A C↓A kategória objektumai a C kategória A-ba érkez® nyilai. Mi a helyzet az
A-ból induló nyilakkal? Természetesen ezek is kategóriát alkotnak � jelölése:
A C↑A �, amelyben egy f : A −→ B objektumból a g : A −→ C objektumba
érkez® nyilak olyan t : B −→ C (C-beli) nyilak, amelyekkel s ◦ f = g, azaz
amelyekkel a

A

f

���������
g

��???????

B
t

// C

háromszög kommutatív. Ezt a kategóriát is szeletkategóriának � néha az A

alatti objektumok kategóriájának � nevezzük.

3.4.5. Mik C↑A kategória 1-nyilai? Adjuk meg a C→ kategória azon részkategóri-
áját, amely �lényegében ugyanaz�, mint C↑A.
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3.5. Kategóriák szorzata

Az algebrai és a topologikus struktúrák esetében sztenderd szorzatkonst-
rukció természetesen a kategóriaelméletben is létezik. Mivel szorzatokról a
kés®bbiekben még sok szó esik, ehelyütt rövidre fogjuk.
Ha C1 és C2 kategóriák, akkor a C1×C2 szorzatkategória objektumai olyan

〈A1, A2〉 rendezett párok, amelyekben A1 a a C1, A2 pedig a C2 kategória
objektuma. A nyilakat szintén �koordinátánként� értelmezzük: az 〈A1, B1〉
objektumból a 〈A2, B2〉 érkez® nyilak olyan 〈f, g〉 párok, amelyekben f :

A1 −→ B1 a C1 és g : A2 −→ B2 a C2 kategória nyilai. A kompozíciók
értelmezése sem tartogat meglepetést: 〈f2, g2〉 ◦ 〈f1, g1〉 = 〈f1 ◦ f2, g1 ◦ g2〉.
Végül az 〈A,B〉 objektum 1-nyila 〈1A, 1B〉.

3.5.1. Hány objektuma, illetve nyila van az 2× 3 kategóriának?
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4. fejezet

Speciális nyilak és

objektumok

Már tudjuk, mit tudnak az izo nyilak, a terminátorok és az iniciális objek-
tumok. Rajtuk kívül egy kategóriában számos speciális objektum-, illetve
nyílkonstrukció létezik. Ebben a fejezetben a legfontosabbakat vesszük sorra.

4.1. Mono nyilak

A mono nyilak az injektív függvények absztrakt megfelel®i; segítségükkel
értelmezhet® a részobjektum fogalma.

4.1.1 De�níció. A C kategóriában egy f : A −→ B nyíl mono, ha C tetsz®-

leges g, h : C −→ A nyilai esetén abból, hogy f ◦ g = f ◦ h, következik, hogy
g = h.

Ha tehát f mono, a

C
g //

h
// A

f
// B

diagram pedig kommutatív, akkor g = h; a mono nyilakkal a kompozíciós
egyenl®ségek �balról egyszer¶síthet®k�. Visszájáról fogalmazva: ha f : A −→
B mono, akkor tetsz®leges g, h : C −→ A nyilai esetén g 6= h⇒ f ◦g 6= f ◦h.

Példák

A Set kategóriában a mono nyilak az injektív függvények: az 1.8. alfejezet 1.
tétele pontosan ezt állítja. A fogalom mindazonáltal általánosabb: az

A1A 88 f
// B 1B

yy
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kategóriában � 2-nek neveztük � az f nyíl mono (ellen®rizzük!), de injekti-
vitásról ebben az esetben nyilván nem beszélhetünk.
Az 〈N,+, 0〉 monoidnak megfelel® kategóriában minden nyíl mono (ha n+

m = n+m ′, akkor m = m ′).
A monoidok kategóriájában a mono nyilak az injektív homomor�zmusok.

Az állítás egyik felét egyszer¶ belátni: ha 〈M1, �1, e1〉 és 〈M2, �2, e2〉 mo-
noidok, f : M1 −→ M2 pedig injektív homomor�zmus, akkor f mono nyíl
a monoidok kategóriájában. Legyen ugyanis 〈M0, �0, e0〉 egy monoid, g, h :

M0 −→M1 pedig olyan monoid-homomor�zmusok, amelyekre f ◦ g = f ◦h.
Eszerint tetsz®leges m ∈M0 esetén f(gx) = f(hx), amib®l � f injektivitása
miatt � gx = hx, és így g = h következik.
A megfordítás valamivel trükkösebb: azt kell belátni, hogy ha f : M1 −→

M2 mono nyíl a monoidok kategóriájában, akkor f injektív. Legyen tehát
x és y az M1 halmaz két különböz® eleme. Tekintsük a 〈N,+, 0〉 monoidot
(a természetes számok az összeadással és a 0-val mint neutrális elemmel),
továbbá az sx, sy : N −→M1 függvényeket:

sx(m) = x �1 . . . �1 x︸ ︷︷ ︸
m darab x

= xm

sy(m) =y �1 . . . �1 y︸ ︷︷ ︸
m darab y

= ym

Könnyen belátható, hogy sx és sy monoid-homomor�zmusok, méghozzá �
mivel x 6= y � különböz® homomor�zmusok. Ha most az M1 monoid x és y
elemei esetén fx = fy, akkor minden m pozitív természetes számra

f(sx(m)) = f(xm) = (fx)m = (fy)m = f(ym) = f(sy(m)),

azaz f ◦ sx = f ◦ sy � ami viszont azt jelenti, hogy f nem mono. Ha tehát f
mono, akkor fx 6= fy, és pontosan ezt kellett igazolni.

Mono nyilak elemi tulajdonságai

Egy izo nyíl minden kategóriában mono: ha f : A −→ B izo a C kategóriában,
inverze pedig f−1, akkor tetsz®leges g, h : C −→ A nyilakra teljesül, hogy ha
f ◦ g = f ◦ h, akkor

g = 1A ◦ g = f−1 ◦ f ◦ g = f−1 ◦ f ◦ h = 1A ◦ h = h.

4.1.1. Bizonyítsuk be, hogy minden 1-nyíl mono!

Mono nyilak kompozíciója is mono, mono kompozíciók csak mono nyillal
kezd®dhetnek.
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4.1.2. Állítás. Legyenek f : A −→ B és g : B −→ C nyilak; ha f és g

egyaránt mono, akkor g ◦ f is az; ha g ◦ f mono, akkor f is az.

Bizonyítás: Tegyük fel, hogy f és g egyaránt mono nyilak, és hogy a k, l : D −→ A

nyilakkal k ◦ g ◦ f = l ◦ g ◦ f. Akkor � mivel f mono � k ◦ g = l ◦ g, amib®l � mivel
g is mono � k = l.

A második állítás bizonyításához tegyük fel, hogy g ◦ f mono; legyenek továbbá

m,n : D −→ A olyan nyilak, amelyekkel f ◦m = f ◦ n. Azt kell belátnunk, hogy
ekkor m = n: abból viszont, hogy (g◦ f)◦m = g◦ (f◦m) = g◦ (f◦n) = (g◦ f)◦n,
és hogy g ◦ f mono, éppen ezt kapjuk. ♥

4.1.2. Bizonyítsuk be, hogy ha I a C kategória egy iniciális objektuma, f : A −→ I

pedig mono nyíl, akkor f izo. [Legyen g az egyetlen I −→ A nyíl; f ◦ g csak 1I

lehet; az pedig, hogy g ◦ f = 1A, következik abból, hogy f ◦ g ◦ f = f ◦ 1A.]

Részobjektumok

Egy E halmaz részhalmazainak ℘E halmazán értelmezett ⊆ reláció re�exív,
tranzitív és antiszimmetrikus: ez utóbbi azt jelenti, hogy tetsz®leges F,G ∈
℘E esetén F ⊆ G és G ⊆ F egyidej¶ fennállásából F = G következik. A
részhalmazokra gondolhatunk úgy is, mint E-be érkez® függvényekre: az F ⊆
E részhalmaznak �természetes módon� megfeleltethet® az f = 1E|F : F −→ E

függvény: az E halmaz identikus függvényének F-ra való lesz¶kítése. Egy
F ⊆ E részhalmaz az elemei által egyértelm¶en meghatározott � lássuk, mi a
helyzet a kategóriaelméleti általánosításban!
Legyenek f : A −→ C és g : B −→ C azonos végpontú nyilak a C kategóri-

ában. Ha van olyan h : A −→ B nyíl, amellyel f = g ◦h, akkor azt mondjuk,
hogy f átfaktorál g-n. Mi az ábra ilyenkor?

B
g // C

A

h

OO

f=g◦h

??�������

Amennyiben f és g � és így az el®z® alfejezetben bizonyított állítás szerint
h is � egyaránt mono, akkor azt, hogy f átfaktorál g-n, így jelöljük: f ⊆ g.
A C-be érkez® mono nyilak összességén értelmezett ⊆ reláció re�exív

és tranzitív. A re�exivitás nyilvánvaló, hiszen bármely f : A −→ C nyíl
átfaktorál önmagán:

A
f // C

A

1A

OO

f=g◦1A

??�������

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



4.1. MONO NYILAK 83

A tranzitivitás sem jelent gondot. Ha f ⊆ g és g ⊆ h, akkor vannak olyan
m,n nyilak, amelyekkel a

D

h

&&NNNNNNNNNNNNN

B g
//

n

OO

C

A

m

OO

f

88ppppppppppppp

88ppppppppppppp

diagram kommutatív, azaz f = g◦m és g = h◦n. Ekkor azonban f = h◦n◦m,
az n◦m nyíl tehát megteszi azt a szívességet, hogy f-et �átfaktoráltatja� h-n,
fennáll tehát f ⊆ h is.
A halmazelméleti ⊆ relációval való analógia az antiszimmetrikusságnál ér

véget: ha az f : A −→ C és g : B −→ C mono nyilakra f ⊆ g és g ⊆ f

egyaránt teljesül, akkor csupán annyit tudunk igazolni, hogy A és B a C
kategória izomorf objektumai. Tegyük fel ugyanis, hogy f az m : A −→ B

nyílon keresztül faktorál át g-n, g pedig az n : B −→ A nyílon keresztül
faktorál át f-en:

A

n

��

g=f◦n

&&MMMMMMMMMMMMM

C

A

m

OO

f=g◦m

88qqqqqqqqqqqqq

Ekkor f ◦ n ◦m = g ◦m = f = f ◦ 1A, amib®l � mivel f mono � azt kapjuk,
hogy n ◦m = 1A. Mutatis mutandis: m ◦ n = 1B.
Ha a C-be érkez® f és g mono nyilakra f ⊆ g és g ⊆ f egyaránt fennáll,

akkor azt jelöljük így: f ∼ g. Könnyen belátható, hogy a ∼ reláció a szóban
forgó nyilak összességén re�exív, tranzitív és szimmetrikus � azaz ekviva-

lenciareláció.

4.1.3. Lássuk be!

Ha egy E halmazon ∼ ekvivalenciareláció, akkor az egymással ∼ relációban
álló elemek E-t ekvivalencia-�osztályokra� osztják. Azt az ekvivalenciaosz-
tályt, amelynek e eleme, általában [e] jelöli, [e] = {x ∈ E : x ∼ e}. Világos,
hogy (i) az E halmaz minden eleme szerepel valamelyik ekvivalenciaosztály-
ban (a ∼ reláció re�exivitása miatt minden x ∈ E esetén x ∈ [x]), és hogy (ii)
E egyetlen eleme sem szerepelhet két különböz® ekvivalenciaosztályban. (Ha
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x az F és a G ekvivalenciaosztálynak is eleme, akkor F = G, mivel ekkor F
bármelyik z és G bármelyik v eleme ∼ relációban áll egymással: z ∈ F miatt
x ∼ z, v ∈ G miatt x ∼ v, mivel ∼ szimmetrikus, azért z ∼ x is igaz, végül
z ∼ x és x ∼ v együttes fennállásából ∼ tranzitivitása miatt z ∼ v következik.)
Mindezen el®készületek után következhet a

4.1.3 De�níció. Legyen C a C kategória egy objektuma. A C-be érkez®

C-beli mono nyilak ∼ szerinti ekvivalenciaosztályait C részobjektumainak

nevezzük.

Ha f : A −→ C mono nyíl, akkor [f] jelöli azt a részobjektumot, amely-
nek f eleme. A C objektum részobjektumainak összességét SubC jelöli. A c
részobjektumot C valódi részobjektumának nevezzük, ha 1C /∈ c.
Legyenek f és g a C részobjektumai. Azt mondjuk, hogy f �része� g nek

� jelölés: f ⊆ g �, ha van olyan f ∈ f és g ∈ g, hogy f ⊆ g.

4.1.4. Bizonyítsuk be, hogy az f és a g kiválasztásában megnyilvánuló önkényesség
látszólagos: ha f ⊆ g, akkor tetsz®leges [f]-beli f ′ és [g]-beli g ′ esetén f ′ ⊆ g ′ is
fennáll!

4.1.5. Igazoljuk, hogy a SubC összességen értelmezett ⊆ re�exív, tranzitív és
antiszimmetrikus reláció (azaz részbenrendezés)!

Részhalmazok és részobjektumok

A Set kategóriában a mono nyilak az injektív függvények, a részobjektumok
ennélfogva injektív függvények ekvivalenciaosztályai. Minden E-be érkez®
injektív függvény az E pontosan egy részobjektumnak eleme. Ha az f : A −→
E és a g : B −→ E injekciók az E halmaz ugyanazon e részobjektumának
elemei, akkor van olyan m : A −→ B bijekció, hogy f = g◦m és g = f◦m−1.
Ha most y ∈ Im f, akkor van olyan a ∈ A, amellyel fa = y, ekkor azonban
ma ∈ B és g(ma) = fa = y miatt y ∈ Img is fennáll, azaz Im f ⊆ Img.
Hasonlóan belátható, hogy Img ⊆ Im f, a két halmaz tehát egyenl®. Az
E halmaz részobjektumainak elemei tehát olyan injekciók, amelyeknek az
értékkészlete ugyanaz az E ′ ⊆ E halmaz. Ezek között van természetesen az
(injektív) 1E|E ′ függvény, az 1E identitás E ′-re való lesz¶kítése is.

4.1.6. Bizonyítsuk be, hogy az 1E identikus függvénynek az E minden részobjek-
tumában pontosan egy lesz¶kítése szerepel.
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4.2. Epi nyilak

Ha f : A −→ B a C kategóriában mono nyíl, akkor f a Cop duális kategóriában
olyan nyíl, amelyre teljesül, hogy tetsz®leges g, h : B −→ C nyilak esetén
abból, hogy g ◦ f = h ◦ f, következik, hogy g = h, a Cop-beli kompozíciók
tehát f-fel � jobbbról egyszer¶síthet®k�. Az ilyen tulajdonságú nyilakat epi
nyilaknak nevezzük.

4.2.1 De�níció. Azt mondjuk, hogy a C kategória egy f : A −→ B nyila epi,

ha tetsz®leges C-beli g, h : B −→ C nyilak esetén g ◦ f = h ◦ f fennállásából
g = h következik.

Ha tehát f epi, akkor amennyiben az

A
f
// B

g //

h
// C

diagram kommutatív, úgy h = g.
Epi és mono duális nyíltulajdonságok: ha egy nyíl egy C kategóriában epi,

akkor a Cop kategóriában mono. A mono nyilakra vonatkozó tételek duáli-
sainak bizonyításával ennélfogva már nem kell a drága id®nket pazarolnunk.
Az el®z® alfejezetbeli állítás az epi nyilakra átfogalmazva például így szól.

4.2.2. Állítás. Az f : A −→ B és g : B −→ C nyilakra teljesülnek a követ-

kez®k: (i) ha f és g egyaránt epi, akkor g ◦ f is az; (ii) ha g ◦ f epi, akkor g
is az.

Példák

A Set kategóriában az epi nyilak pontosan a szürjektív függvények (1.8. alfe-
jezet, 2. tétel). A Set kategóriában tehát teljesül, hogy ha egy nyíl egyszerre
mono és epi, akkor izo. Ennek a megfordítása általánosan is igaz: egy izo
nyíl tetsz®leges kategóriában mono és epi. Azt, hogy minden izo nyíl mono,
már láttuk.

4.2.1. Igazoljuk, hogy minden izo nyíl epi!

Általában nem igaz viszont, hogy ha egy nyíl epi és mono, akkor izo. A 2

A1A 88 f
// B 1B

yy

kategóriában f � mint az könnyen ellen®rizhet® � mono és epi, mindazonáltal
nem tud izo lenni (nincs is olyan nyíl, amely az inverze lehetne).
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A monoidok kategóriájában a mono nyilak � mint emlékszünk � az injektív
homomor�zmusok. Plauzíbilis feltételezés lenne azt gondolni, hogy ebben a
kategóriában az epi nyilak a szürjektív homomor�zmusok � de nem így áll
a dollog. A 〈N,+, 0〉 monoid f �beágyazása� a 〈Z,+, 0〉 monoidba (az a füg-
gény tehát, amely minden természetes számhoz önmagát, pontosabban �ön-
maga� Z-beli megfelel®jét1) rendeli. Ez a függvény nyilván homomor�zmus,
és nyilván nem szürjektív (a negatív egészek nem elemei az értékkészleté-
nek) � mindazonáltal epi nyíl a monoidok kategóriájában. Az ok 1-szer¶:
az egész számok monoidján értelmezett, az 〈M, �, e〉 monoidba érkez® h
monoid-homomor�zmusokat egyértelm¶en meghatározza a h(1) függvény-
érték. Ha ugyanis m pozitív egész szám, akkor

h(m) = h(1+ . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m darab 1-es

) = h(1) � . . . � h(1)︸ ︷︷ ︸
m darab h(1)

.

A h(−1) függvényérték szintén egyértelm¶en meghatározott: nem más, mint
a h(1) elemM-beli inverze, ilyenb®l viszont nem lehet több (lássuk be!). Így
ha m = −n negatív egész szám, akkor

h(m) = h((−1) + . . .+ (−1)︸ ︷︷ ︸
n darab −1-es

) = h(−1) � . . . � h(−1)︸ ︷︷ ︸
n darab h(−1)

.

Ha tehát g és h egyaránt Z −→M homomor�zmusok, és g ◦ f = h ◦ f, akkor
g(1) = h(1) = e, minek következtében g = h.

Osztott epi, osztott mono

Az utóbbi példa tanulsága: egy epi még akkor sem feltétlenül szürjektív,
ha ténylegesen egy függvény. A Set kategóriában az epi nyilak a szürjektív
függvények, és az 1.9. alfejezetben beláttuk, hogy a szürjektív függvények
pontosan azok, amelyeknek létezik jobbinverze (az f : A −→ B függvény
jobbinverze a g : B −→ A függvény, amennyiben f ◦ g = 1B). Ha a g függ-
vény f jobbinverze, akkor f a g balinverze; a balinverz létezése pedig � mint
emlékszünk � a szóban forgó függvény injektivitásával ekvivalens (feltéve,
hogy az értelmezési tartomány nem üres). Mivel az inverzek létezése �tisztán
nyilas� tulajdonság, tetsz®leges kategóriában értelmezhet®.

1A szokásos halmazelméleti konstrukciókban a Z halmaz elemei másféle objektumok,
mint N elemei, így � például � az 1 mint természetes szám nem ugyanaz a halmaz, mint az 1
mint egész szám. Annyit mondazonáltal kijelenthetünk: a Z elemei között � ha �álruhában
is, de � jól felismerhet®en ott vannak N elemei is. Kicsit precízebben: a 〈Z,+, 0〉monoidnak
van egy, a 〈N,+, 0〉 monoiddal izomorf részmonoidja.
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4.2.3 De�níció. Ha egy f nyílnak létezik jobbinverze, akkor osztott epi, ha

létezik balinverze, akkor osztott mono nyílnak nevezzük.

Az elnevezés jogos: minden osztott epi epi, és minden osztott mono mono.
Ha például f : A −→ B osztott mono, amelynek balinverze az f ′ : B −→ A

nyíl (azaz f1 ◦ f = 1A), és g, h : C −→ A olyanok, hogy f ◦ g = f ◦ h, akkor
teljesül f ′ ◦ f ◦ g = f ′ ◦ f ◦ h, így 1A ◦ g = 1A ◦ h és így g = h.

4.2.2. Lássuk be, hogy minden osztott epi epi! (Valójában már beláttuk. . . )

Az osztott mono és az osztott epi tehát �er®sebb� tulajdonságok, mint az
(egyszer¶) epi és mono. Ezt mutatja a következ® egyszer¶ állítás is.

4.2.4. Állítás. Legyen f a egy C kategória egy nyila. (i) Ha fmono és osztott

epi, akkor f izo. (ii) Ha f epi és osztott mono, akkor izo.

Bizonyítás: Az (i) állítást látjuk be, a második bizonyítását � a dualitás elvét

megemlítve � az Olvasóra hagyjuk. Tegyük fel tehát, hogy f : A −→ B osztott

mono; f egy balinverzét jelölje f ′. Belátjuk, hogy f egyúttal jobbinverz is (amib®l

� mivel a �kétoldali� inverz már egyértelm¶ � az is következik, hogy f ′ az egyetlen

balinverz). Mivel f ′ ◦ f = ′A, azért f ◦ (f ′ ◦ f) = 1A ◦ f, amib®l � kihasználva, hogy f

mono � azt kapjuk, hogy f ′ ◦ f = 1A. ♥

Hom-függvények. Mono, epi és izo nyilak jellemzése

Ebben az alfejezetben C mindvégig egy kis kategóriát jelöl, azaz olyan kate-
góriát, amelyben tetsz®leges A és B objektumok esetén az A-ból B-be érkez®
nyilak Hom (A,B) összessége halmazt alkot.
A C kategória bármely f : B −→ C nyila tetsz®leges A objektum esetén

meghatároz egy

Hom (A, f) : Hom (A,B) −→ Hom (A,C)

függvényt, amelynek hozzárendelési szabálya: g 7→ f ◦ g. [Ha a g nyíl A-ból
B-be, akkor f ◦ g A-ból C-be mutat.] Hasonlóan, f : B −→ C tetsz®leges D
objektum esetén meghatároz egy

Hom (f,D) : Hom (C,D) −→ Hom (B,D)

függvényt, amelynek hozzárendelési szabálya: g 7→ g ◦ f. [Ha g a C objek-
tumból D-be érkezik, akkor g ◦ f a B-b®l a D objektumba mutat.]
A Hom-függvények injektivitása, illetve szürjektivitása alapján feltéte-

leket fogalmazhatunk meg arra vonatkozóan, hogy egy C egy nyila mikor
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mono, epi, illetve izo. [Mint azt még jó néhány alkalommal látni fogjuk, szá-
mos kategóriaelméleti konstrukció jellemezhet® a Hom-halmazok és a Hom-
függvények alapján. A kategóriaelmélészek egy része idegenkedik az e�éle
jellemzést®l, mivel álláspontjuk szerint a matematika megalapozását éppen-
séggel a kategóriaelmélet nyújtja, így nem a halmazelméleti konstrukciókkal
kell a kategóriaelméleti fogalmakat megvilágítani, hanem éppenséggel for-
dítva. . . Ebben a könyvben � mint már említettük � nem a �megalapozás�
tematikáján van a f® hangsúly, így nem ódzkodunk a Hom-halmazos, illetve
-függvényes jellemzésekt®l sem.]

4.2.5. Állítás. A C kategória egy f : A −→ B nyila pontosan akkor

1. mono, ha Hom (C, f) minden C objektum esetén injektív függvény;

2. epi, ha Hom (f, C) minden C objektum esetén injektív függvény;

3. osztott mono, ha Hom (f, C) minden C objektum esetén szürjektív függ-

vény;

4. osztott epi, ha Hom (C, f) minden C objektum esetén szürjektív függvény;

5. izo, ha Hom (C, f) minden C objektum esetén bijektív függvény, vagy

amennyiben Hom (f, C) minden C objektum esetén bijektív függvény.

Bizonyítás: 1. Az, hogy tetsz®leges C objektum, illetve g, h : C −→ A nyilak

esetén amennyiben f◦g = f◦h, úgy g = h, pontosan azt jelenti, hogy a Hom (C, f)

függvény injektív. A 2. állítás igazolása hasonlóan megy. A 3. állítás bizonyításához

el®ször tegyük fel, hogy f osztott mono; legyen f egy balinverze f ′, ekkor f ′ ◦
f = 1B. Legyen most C tesz®leges objektum, azt kell igazolnunk, hogy Hom (f, C)

szürjektív, azaz tetsz®leges h : A −→ C nyílhoz létezik k : B −→ C nyíl, amellyel

h = f ◦ k. A k szerepére h ◦ f ′ tökéletesen alkalmas: B-b®l indul és C-be érkezik,

továbbá h◦ f ′ ◦ f = h◦1B = h. Megfordítva, ha Hom (f, C) tetsz®leges C objektum

esetén szürjektív, akkor C = B esetén is az. Ez utóbbi azt jelenti, hogy bármely

i : B −→ B nyílhoz létezik legalább egy olyan j : A −→ B nyíl, amellyel j◦ f = i. Az

i = 1B választással egy � jó� j éppen f balinverze lesz. A 4. állítást a 3. mintájára

igazolhatjuk; az 5. állítás pedig � mondjuk � az 1�4. állításokból, valamint a 4.2.2.

Állításból már következik. ♥

4.2.3. Részletezzük az 5. állítás bizonyítását!

4.3. Szorzat

Ebben az alfejezetben az 1.4. pontban bevezetett �nemhivatalos� Descartes-
szorzat de�níció elfoglalja jól megérdemelt helyét.
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4.3.1 De�níció. Legyenek A és B a C kategória objektumai. Azt mondjuk,

hogy a C objektum a pA : C −→ A és a pB : C −→ B nyilakkal az A és B

objektumok szorzata, ha C tetsz®leges C ′ objektuma, valamint f : C ′ −→ A

és g : C ′ −→ B nyilai esetén pontosan egy olyan k : C ′ −→ C nyíl létezik,

amellyel a

C ′

f

~~}}}}}}}
g

  @@@@@@@@

k

��
A CpA

oo
pB

// B

diagram kommutatív, azaz pA ◦ k = f és pB ◦ k = g.

A pA és a pB nyilak a szorzat projekciói. A gördülékenyebb fogalmazás
kedvéért néha a C objektumot nevezzük A és B szorzatának, de mindig
tartsuk szem el®tt: egy szorzat mindig egy objektumból és két nyílból áll. A

C
pA

���������
pB

��???????

A B

diagramot szorzatdiagramnak, de�niáló tulajdonságát pedig a szorzat uni-
verzális tulajdonságának nevezzük. A szorzat általában nem egyértelm¶,
gyakran célszer¶ azonban A és B szorzatai közül kijelölni egyet � ilyenkor a
C objektumot általában A× B jelöli.

Példák

A Set kategóriában a szokásos Descartes-fél szorzat � mint azt az 1.4. alfeje-
zetben már láttuk � kielégíti az általános szorzatde�níció feltételeit. Ha

C ′

f

||yyyyyyyyy
g

""EEEEEEEEE

k

��
A A× BpA

oo
pB

// B

Set-beli szorzatdiagram, akkor a k függvény hozzárendelési szabálya: x 7→
〈fx, gx〉.
Két halmaz Set-beli szorzatának szerepére persze számtalan más halmaz

is alkalmas lehet. Ez a �meghatározatlanság� azonban � érveltünk az emlí-
tett alfejezetben � a de�níciónak inkább el®nye, mint hátránya. Azt helyezi
re�ektorfénybe, ami a szorzat szempontjából valóban fontos, és azt tartja a
háttérben, ami úgyis esetleges (például a rendezett párok értelmezését).

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



90 4. SPECIÁLIS NYILAK ÉS OBJEKTUMOK

A halmazokkal egy másik kategóriát is értelmeztünk: azt, amelyben a nyi-
lak a ⊆ reláció fennállásának felelnek. (Az, hogy így kategóriát kapunk, an-
nak köszönhet®, hogy ⊆ re�exív és tranzitív.) Mi ebben a kategóriában az
A és B objektumok szorzata? Olyan C halmaz, amely egyrészt részhalmaza
A-nak és B-nek is, másrészt tetsz®leges D halmazra igaz, hogy ha D az A
és a B halmaznak egyaránt részhalmaza, akkor részhalmaza C-nek is. Rövi-
den: C a �legb®vebb� olyan halmaz, amely A-nak és B-nek is részhalmaza.
Ez a halmaz már jó ismer®sünk: nem más, mint az A és B halmazok A ∩ B
metszete.

4.3.1. Bizonyítsuk be, hogy a metszet új meghatározása ekvivalens az eredetivel!

A propozicionális logikának megfeleltetett kategóriákban egy A objektum-
ból (azaz mondatból) pontosan akkor mutat nyíl a B-be, ha a B mondat az
A mondat alapján levezethet®. Mik a szorzatok ebben a kategóriában? Az
A és B mondat egy A × B szorzatuknak a következ®ket kell �tudnia�: (i)
léteznie kell egy A × B −→ A és egy A × B −→ B nyilnak, azaz két mon-
dat szorzatából mindkét �tag� levezethet®; (ii) tetsz®leges C mondat esetén,
amennyiben C-b®l A és B is levezehet®, úgy C-b®l levezethet® A× B is. Ez
a két tulajdonság a konjunkció két karakterisztikus tulajdonsága: az A és
B mondatok A & B konjunkciójából A és B egyaránt következik, és ha egy
mondatból A és B egyaránt következik, akkor következik bel®le A & B is. Ez
a meghatározás a konjunkciót a �használata� alapján, azaz a következtetések-
ben játszott szerepe alapján, nem pedig a tagok igazságértékére hivatkozva
jellemzi. (Ahogy az óvodában tanultuk: A & B igaz, ha A és B is igaz.) Ha
egy mondatot a következtetések szempontjából kell jellemeznünk, akkor azt
kell megmondanunk, hogy milyen következtetésket lehet levonni bel®le, il-
letve hogy hogyan lehet rá következtetni. A konjunkciót (i) tulajdonsága az
el®bbi, a (ii) az utóbbi szempont szerint karakterizálja.
A megszámlálható köznevek egy kategóriájában két objektumnak nem lé-

tezik feltétlenül a szorzata. A kutya és a hegy CN-ek szorzata olyan xxx

CN kellene, hogy legyen, amelyre teljesül, hogy minden xxx kutya, hogy
minden xxx hegy, továbbá bármi, ami kutya is meg hegy is, az xxx. Talán
nem túl merész feltevés: ilyen szó a természetes nyelvekben nincs.
Az utóbbi három példában egyaránt egy-egy el®rendezés szerepelt. Lás-

suk, mik a szorzatok egy el®rendezés-kategóriában! Az 〈E,≤〉 el®rendezésb®l
származtatott kategóriában egy A ∈ E objektumból pontosan akkor mutat
nyíl a B ∈ E objektumba, ha A ≤ B. Az A és B objektumok szorzata tehát �
amennyiben létezik � olyan C objektum, amely egyrészt nem nagyobb sem
A-nál, sem B-nél, másrészt tetsz®leges olyan D-re, amelyre D ≤ A és D ≤ B
egyaránt fennáll, teljesül D ≤ C is. Az ilyen tulajdonságú C objektumot A
és B �legkisebb alsó korlátjának�, magyarul in�mumának nevezzük.
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[Az Olvasóban felmerülhet: az éremnek talán lesz egy (duális) másik oldala
is. Ha ugyanis a metszet, a konjunkció és az in�mum ugyanazon konstrukció
speciális esetei, akkor ugyanez lesz majd elmondható az unió�alternáció�
szuprémum hármasról is. Ha így van, akkor az Olvasó sejtése Fermat híres
sejtéséhez hasonlítható: el®bb-utóbb beigazolódik. . . ]
A szorzatok az algebra bevett konstrukciói � most egy példán érzékeltet-

jük, hogy ezek is a kategóriaelméleti általánosítás speciális esetei. Tekint-
sük a félcsoportok kategóriáját, amelynek objektumai félcsoportok (mint
emlékszünk, a félcsoportok olyan 〈F, �〉 rendezett párok, amelyekben � egy,
az F halmazon értelmezett asszociatív m¶velet), nyilai pedig a félcsoport-
homomor�zmusok. Legyen 〈F1, �1〉 és 〈F2�2〉 két félcsoport. Értelmezzünk
az F1 × F2 halmazon egy � m¶veletet a következ®képpen:

〈a1, b1〉 � 〈a2, b2〉 =def 〈a1 �1 a2, b1 �2 b2〉

Könnyen ellen®rizhet®, hogy � asszociatív m¶velet, 〈F1 × F2, �〉 tehát fél-
csoport � méghozzá olyan, amely a pF1

és pF2
projekciókkal (amelyek egy

〈a, b〉 ∈ F1 × F2 rendezett párhoz annak els®, illetve második tagját rende-
lik) megfelel a szorzattal szemben támasztott követelményeknek. Ehhez két
dolognak kell teljesülnie. El®ször, a pF1

és a pF2
függvényeknek félcsoport-

homor�zmusoknak kell lenniük � és ez így is van:

pF1
(〈a1, b1〉 � 〈a2, b2〉) =pF1

(〈a1 �1 a2, b1 �2 b2〉) = a1 �1 a2,

és hasonlóan

pF2
(〈a1, b1〉 � 〈a2, b2〉) =pF2

(〈a1 �1 a2, b1 �2 b2〉) = b1 �2 b2.

Másodszor, ha 〈F0, �0〉 egy félcsoport, f1 : F0 −→ F1 és f2 : F0 −→ F2

pedig homomor�zmusok, akkor léteznie kell egyetlen olyan f : F0 −→ F× F2

homomor�zmusnak, amellyel pF1
◦ f = f1 és pF2

◦ f2 = f2, amellyel tehát a

F0

f1

{{wwwwwwwww
f

��

f2

##GGGGGGGGG

F1 F1 × F2 pF2

//
pF1

oo F2

diagram kommutatív. Mivel halmazokról van szó, az egyetlen szóba jöhet® f
függvény az, amelynek hozzárendelési szabálya x 7→ 〈f1x, f2x〉. Azt kell csak
igazolnunk, hogy f homomor�zmus:

f(x �0 y) =〈f1(x �0 y), f2(x �0 y)〉 = f de�níciója szerint

=〈f1x �1 f1y, f2x �2 f2y〉 = mivel f1 és f2 homomor�zmusok

=〈f1x, f2x〉 � 〈f1y, f2y〉 = � de�níciója szerint

=fx � fy f de�níciója szerint
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A szorzat alapvet® tulajdonságai

Láttuk tehát, hogy egy C kategóriában két objektumnak némelykor nem
létezik szorzata, és az is el®fordulhat, hogy több is létezik. Ha több létezik,
akkor �lényegében ugyanazok� � ezt a fordulatot pontosítja a következ® két
állítás.

4.3.2. Állítás. Legyen A és B a C kategória két objektuma, C, pA, pB pedig

A és B egy szorzata; legyen továbbá i : C ′ −→ C izo nyíl. Akkor C ′, pA ◦
i, pB ◦ i ugyancsak A és B szorzata.

Bizonyítás: A pA◦i nyíl nyilván C ′-b®l A-ba, pB◦i pedig C ′-b®l B-be mutat, így
�mindössze� azt kell bizonyítanunk, hogy tetsz®leges D objektum és f : D −→ A,
g : D −→ B nyilak esetén létezik pontosan egy k : D −→ C ′ nyíl, amellyel
pA ◦ i ◦ k = f és pB ◦ i ◦ k = g.

(i) El®ször megmutatjuk, hogy legalább egy ilyen k nyíl biztosan létezik. Ehhez
kihasználjuk, hogy C, pA, pB az A és B objektumok szorzata. A szorzat de�níciója
szerint létezik pontosan egy l : D −→ C nyíl, amellyel pA ◦ l = f és pB ◦ l = g. [Ez
az a pont, ahol az Olvasónak célszer¶ lehet lerajzolni, mi is az ábra. . . ] Ekkor a
k = i−1 ◦ l választás megfelel:

pA ◦ i ◦ i−1 ◦ l = pA ◦ 1C ◦ l = pA ◦ l = f,

és hasonlóan: pB ◦ i ◦ i−1 ◦ l = g.

(ii) Most belátjuk, hogy legfeljebb egy � jó� k létezhet. Tegyük fel, hogy a k ′ :

D −→ C ′ nyílra teljesül pA ◦ i ◦ k ′ = f és pB ◦ i ◦ k ′ = g. Ekkor az i ◦ k ′ : D −→ C

nyílra teljesül, hogy pA ◦ (i ◦ k ′) = f és pB ◦ (i ◦ k ′) = g. Ugyanez a két egyenl®ség

az l nyílra is áll, így l egyértelm¶sége miatt i ◦ k ′ = l. Az utóbbi egyenl®ségb®l

pedig (az i−1 nyíllal �balról komponálva�) azt kapjuk, hogy i−1 ◦ i ◦ k ′ = i−1 ◦ l,
amib®l k ′ = i−1 ◦ l = k. ♥

4.3.3. Állítás. Ha egy C kategóriában C, pA, pB és C ′, p ′A, p
′
B egyaránt az

A és B objektumok szorzata, akkor C és C ′ izomorf objektumok.

Bizonyítás: Ha C, pA, pB és C ′, p ′A, p
′
B egyaránt szorzatok, akkor per de�nitonem

egyetlen olyan k : C −→ C ′, és egyetlen olyan l : C ′ −→ C nyíl létezik, amellyel a
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diagram kommutatív, azaz pA ◦ l = p ′A, pB ◦ l = p ′B, p
′
A ◦ k = pA és p ′B ◦ k = pB.

Belátjuk, hogy k izo nyíl, amelynek inverze éppen l, azaz hogy l ◦ k = 1C és
k ◦ l = 1C ′ .

Az l ◦ k : C −→ C nyílra teljesülnek az alábbiak:

pA ◦ l ◦ k =p ′A ◦ k = pA

pB ◦ l ◦ k =p ′B ◦ k = pB

Most vegyük �gyelembe, hogy a szorzat de�níciója szerint a

C

pA

��~~~~~~~
pB

��???????

��
A CpA

oo
pB

// B

diagram kizárólag akkor kommutatív, ha a pontozott nyíl helyén 1C áll. Mivel az

l ◦ k nyíllal a diagram kommutatív, így l ◦ k = 1C. Hasonlóan igazolható, hogy

k ◦ l = 1C ′ . ♥

A szorzatok tehát egy egyértelm¶ izomor�zmus erejéig meghatározottak:
ha C és C ′ egyaránt az A és B objektumok szorzata (esetleg különböz®
projekciókkal), akkor pontosan egy C −→ C ′ izo nyíl létezik.

4.3.2. Bizonyítsuk be, hogy ha a C kategóriában a T objektum terminális, akkor
C tetsz®leges A objektuma megfelel T és A szorzatának: az egyik projekció az
egyetlen !A : A −→ T , a másik pedig az 1A nyíl.

Nyilak szorzata

Ha A× B a C kategória A és B objektumainak szorzata, akkor a szorzat de-
�níciója szerint tetsz®leges f : D −→ A, g : D −→ B nyilak esetén pontosan
egy D −→ A× B nyíl ltezik, amellyel a

D

f

||xxxxxxxxx
g

""EEEEEEEEE

��
A A× BpA

oo
pB

// B

diagram kommutatív. Ezt a nyilat 〈f, g〉 jelöli. Ha most f : A −→ B és
g : A ′ −→ B ′ C-beli nyilak, és léteznek C-ben A × B, A ′ × B ′ szorzatok,
akkor az f és g nyilak szorzata az az egyetlen A × B −→ A ′ × B ′ nyíl,
amellyel a

A

f

��

A× B
pAoo pB //

��

B

g

��
A ′ A ′ × B ′pA ′
oo

pB ′
// B
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diagram kommutatív. Ezt a nyilat f×g jelöli; nyilván f×g = 〈f◦pA, g◦pB〉.
Az f× g nyil nem csupán f-t®l és g-t®l függ, hanem attól is, hogy melyik

A×B, illetve A ′×B ′ szorzatot választjuk (és melyik projekciókat). Ha a szor-
zatokat rögzítettük, akkor persze f × g is egyértelm¶. (Hasonló megjegyzés
érvényes az 〈f, g〉 nyílra is.)
A következ® feladatok megoldása ugyanazt a sémát követi: belátjuk, hogy

az x nyíl rendelkezik bizonyos tulajdonsággal, amellyel � a szorzat de�níciója
szerint � csak az y nyíl rendelkezhet, majd levonjuk az x = y következtetést.
Kellemes szórakozást!

4.3.3. Igazoljuk, hogy 〈pA, pB〉 = 1A × 1B = 1A×B!

4.3.4. Tekintsük a

D

f◦h

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~
h

�� g◦h

  @@@@@@@@@@@@@@@@@@

C

f

wwnnnnnnnnnnnnnn

g

''OOOOOOOOOOOOOOO

〈f,g〉

��
A A× B

pA

oo
pB

// B

diagramot. Bizonyítsuk be, hogy 〈f ◦ h, g ◦ h〉 = 〈f, g〉 ◦ h!

4.3.5. Tekintsük a

A
f // B

E

k

77ooooooooooooooo 〈l,k〉 //

l

''OOOOOOOOOOOOOOO A× C

pA

OO

pC

��

g×f // B×D

pB

OO

pD

��
C g

// D

diagramot. Bizonyítsuk be, hogy (g× f) ◦ 〈l, k〉 = 〈g ◦ l, f ◦ k〉!

4.3.6. Tekintsük a

A
f // B

g // C

A×A ′
f ′×f //

pA

OO

pA ′

��

B× B ′
g ′×g //

pB

OO

pB ′

��

C× C ′

pC

OO

pC ′

��
A ′

f ′
// B ′

g ′
// C ′

diagramot. Bizonyítsuk be, hogy (g ′ × g) ◦ (f ′ × f) = (g ◦ f)× (g ′ ◦ f ′)!
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Többtényez®s szorzatok

A halmazelméletben a rendezett hármasokat rendezett párokként de�niál-
juk: 〈a, b, c〉 = 〈〈a, b〉, c〉. Az A × B × C �hármas Descartes-féle szorzatot�
ennek mintájára értelmezhetjük a A × (B × C) szorzatként � de ugyanígy
választhatnánk a (A× B)× C de�níciót is. A két halmaz természetesen kü-
lönbözik, mindazonáltal a

〈〈x, y〉, z〉 7→ 〈x, 〈y, z〉〉
hozzárendelési szabállya bijektív függvényt adhatunk meg közöttük. A két
halmaz tehát � mint a Set kategória két objektuma � izomorf.
Ez a meg�gyelés általánosítható. Tegyük fel, hogy a C kategóriában bár-

mely két objektumnak létezik a szorzata. Ekkor tetsz®leges A, B és C ob-
jektumok esetén az (A× B)× C és a A× (B× C) szorzatok izomorfak

4.3.7. Bizonyítsuk be! [A nem különösebben lélekemel® hajsza tárgya a

(A× B)× C //

**UUUUUUUUUUUUUUUUU

%%JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

��

A× (B× C)

ttjjjjjjjjjjjjjjjjj

yytttttttttttttttttttttttt

��

oo

A× B

�� %%KKKKKKKKKK B× C

��yyssssssssss

��
A B C

diagram. Az angol nyelv¶ szakirodalomban ezt a szabadid®s tevékenységet �diag-
ram chasing� néven emlegeti.]

Ezen a módon természetesen tetsz®leges véges szorzat értelmezhet®. Ennél
egyszer¶bb és általánosabb a következ® konstrukció. Legyenek A1, . . . , An

a C kategória objektumai. Egy C objektumot a pi : C −→ Ai nyilakkal (n
darab nyílról van szó, amelyek közül az i-edik az Ai objektumba mutat)
az A1, . . . , An objektumok szorzatának nevezünk, ha teljesül a következ®:
tetsz®leges C ′ objektum és f : C ′ −→ Ai nyilak esetén pontosan egy h :

C ′ −→ C nyíl létezik, amellyel minden 1 ≤ i ≤ n esetén fi = pi ◦ h. Ha
létezik, akkor az így értelmezett szorzat is �egyértelm¶ izomor�zmus erejéig
egyértelm¶�. Ha például egy �hármas szorzatot� választunk ki, akkor arra
többnyire az A× B× C jelölést használjuk.

4.3.8. Igazoljuk, hogy ha valamennyi szorzat létezik, akkor A × B × C izomorf
(A× B)× C-vel (és így A× (B× C)-vel is)!

Felmerülhet a kérdés: miféle struktúra egy egytényez®s szorzat? Az iménti
de�níció (n helyében 1-gyel, A1-et A-val jelölve) ezt adja: A szorzata olyan
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C objektum egy pA nyíllal, amelyre teljesül, hogy tetsz®leges C ′ objektum
és f : C ′ −→ A esetén pontosan egy h : C ′ −→ C nyíl létezik, amellyel
pA ◦ h = f. Könnyen belátható, hogy a C, pA páros szerepére az A, 1A ket-
t®s tökéletesen megfelel � egy objektum �szorzata� tehát önmaga (és 1-nyila),
illetve bármely vele izomorf objektum a megfelel® izo nyíllal. Mit mondha-
tunk, ha n = 0? A szorzat ilyenkor egy objektum (nyíl nélkül, hiszen nincs
hova mutatni), amelybe bármely objektumból pontosan egy nyíl érkezik �
azaz egy terminátor.

4.3.9. Hogyan értelmezzük az f1 : A1 −→ Bi nyilak (ahol i = 1, . . . n) f1× . . .×fn
szorzatát? Általánosítsunk néhányat a szorzatnyilakra vonatkozó állításaink közül!

Az iménti konstrukció tovább általánosítható, elvégre az indexhalmaz nem
csupán egy [1, n] = {i ∈ N : 1 ≤ i ≤ n} intervallum, de tetsz®leges �
akár végtelen � I halmaz is lehet. A konstrukció kifejtése az Olvasó számára
nyilván nem jelent problémát, így � itt legalábbis � nem töltjük vele a drága
felületet.

4.4. Összeg

Az összeg a szorzatnak megfelel® duális konstrukció; egy C kategóriában az
A és B objektumok összegének nevezünk minden olyan S objektumot, amely
a Cop duális kategóriában A és B szorzata.

4.4.1 De�níció. Azt mondjuk, hogy egy S objektum az iA : A −→ S,

iB : B −→ S nyilakkal az A és B objektum összege, amennyiben teljesül,

hogy tetsz®leges S ′ objektum, valamint f : A −→ S ′ és g : B −→ S ′ nyilak

esetén pontosan egy h : S −→ S ′ nyíl létezik, amellyel a

A
iA //

f   @@@@@@@ S

h

��

B
iBoo

g
��~~~~~~~

S ′

diagram kommutatív, azaz h ◦ iA = f és h ◦ iB = g.

A nyilak és a kompozíciók megfordításával a szorzat esetében bizonyítot-
tak mintájára igazolhatjuk, hogy az összeg � amennyiben létezik � �egyér-
telm¶ izomor�zmus erejéig� meghatározott. Ha az A és B objektumoknak
létezik az összege, és választunk egyet közülük, akkor az A+B jelölést hasz-
náljuk. A de�nícióban szerepl®, az S összeg, valamint az f és g nyilak által
egyértelm¶en meghatározott h nyilat szokás [f, g]-vel jelölni.
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A duális konstrukciók esetében bevett dolog a �ko-� el®tag használata, így
az összeget a szakirodalom gyakran koszorzatként emlegeti. Amikor azonban
a duális objektumoknak saját nevük is van, akkor inkább azt használjuk.1

Példák

A Set kategóriában az összeg a diszjunkt unió � lényegében ezt mutattuk
meg az 1.5. alfejezetben. Egy A+B halmaznak megfelel az A és B halmazok
A ′ = {〈a,∅〉 : a ∈ A} és B ′ = {〈b, {∅}〉 : b ∈ B} �diszjunkt kópiáinak�
A ′ ∪B ′ uniója; iA és iB az x 7→ 〈x,∅〉, illetve az x 7→ 〈x, {∅}〉 hozzárendelési
szabállyal megadott (értelmeszer¶en injektív) függvények2 A de�nícióban
szerepl® h függvény hozzárendelési szabálya pedig:

x 7→ {fx, ha 〈x,∅〉 ∈ A ′
gx, ha 〈x, {∅}〉 ∈ B ′

Abban a kategóriában, amelynek objektumai halmazok, a nyilak pedig
⊆ �mentén� haladnak, az A és B objektumok egy összege olyan S halmaz,
amelynek A és B egyaránt részhalmaza, és amelyre teljesül, hogy minden
olyan halmaznak részhalmaza, amelynek A is B is részhalmaza. Ennek a
leírásnak egyetlen objektum felel meg: az A és B halmazok A ∪ B uniója.

4.4.1. Lássuk be! Miért nem lehet két halmaznak két különböz® � mindazonáltal
�izomorf� � uniója?

Az intuicionista propozicionális logika következményfogalmából származ-
tatott L∗I kategóriában az A és B mondatok összege olyan S mondat, amely
A-ból és B-b®l egyaránt következik, és amelyre teljesül, hogy tesz®leges C
mondat esetén, amennyiben C az A és a B mondatból egyaránt következik,
úgy C az S-b®l is következik. Ez pontosan az alternáció (A vagy B, A ∨ B)
bizonyításelméleti (vagy ha úgy tetszik, strukturalista) értelmezése: az A∨B

mondatra A-ból és B-b®l is következtethetünk, és ha a C állítást A-ból és
B-b®l is le tudjuk vezetni, akkorC az A∨B alternációból is levezethet®. [Ha
B = ¬A, akkor egy fontos speciális esetet kapunk, amely az intuicionista lo-
gikában nem, a klasszikus logikában azonban, ahol A∨¬A �logikai igazság�,
érvényes: ha C egy A mondatból és annak ¬A tagadásából is következik,
akkor C üres premisszahalmazból is levezethet®, azaz �logikai igazság� (ter-
mészetesen a klasszikus logika levezetés-értelmezése szerint). Ezt a szabályt
dilemmának nevezzük.]

1A terminátorokat ennélfogva nem nevezzük �koiniciális� objektumoknak, ahogy az in-
ciális objektumokat sem hívjuk koterminátornak, de még kokokoterminátornak sem.
2Ezeket magyarul �inklúzióknak is nevezhetnénk � innen az �i�.
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Ha most C egy 〈E,≤〉 el®rendezésb®l származó kategória, akkor az A és
B objektumok összege � amennyiben létezik � olyan S objektum, amelyre
A ≤ S és B ≤ S mellett teljesül, hogy bármely, az A ≤ S ′ és B ≤ S ′ �egyen-
l®tlenségeknek� eleget tev® S ′ objektum esetén S ≤ S ′. Az ilyen objektumot
A és B legkisebb fels® korlátjának (magyarul szuprémumának) nevezzük.
Rögzítsük itt a következ® de�níciót: ha egy 〈E,≤〉 részbenrendezésben (ez,

mint emlékszünk, azt jelenti, hogy a ≤ reáció re�exív, tranzitív és antiszim-
metrikus) bármely két objektumnak létezik legkisebb fels® és legnagyobb
alsó korlátja is, akkor a 〈E,≤〉 struktúrát hálónak nevezzük. Egy 〈E,≤〉
hálónak megfeltetett C kategóriában tehát bármely két objektum között leg-
feljebb egy nyíl halad (ez az antisszimmetria következménye), és bármely két
objektumnak létezik a szorzata és az összege is. Ha az 〈E,≤〉 struktúrában
a fentieken túl van abszolút minimum és abszolút maximum, akkor korlá-
tos hálónak nevezzük. A korlátosság kategóriaelméleti megfelel®je � mint az
könnyen ellen®rizhet® � a terminális és az iniciális objektum létezése.

4.4.2. Magyarázzuk meg, miért használhattuk a határozott nével®ket!

A megszámlálható köznevek kategóriájában már láttuk, hogy két objek-
tum szorzata nem feltétlenül létezik. Ugyanez az összegr®l is elmondható. A
kutya és a macska CN-ek összege olyan xxx kellene hogy legyen, amelyre
teljesülnek az alábbiak: minden, ami kutya, az xxx, és minden, ami macska,
az xxx, továbbá tetsz®leges yyy CN esetén, ha minden, ami kutya, az yyy,
és minden, ami macska, az yyy, akkor minden, ami xxx, az yyy. Furcsa
egy szó lenne � ha létezne. . .
Az összeg � miként a szorzat � az algebrai és a topologikus kategóriákban

is ismert konstrukcióknak felel meg, ezeknek bemutatása azonban túlmutat
könyvünk keretein, az érdekl®d® Olvasónak a szakirodalom tanulmányozását
ajánljuk.

Összegnyilak, véges összegek

Ha egy C kategóriában az A és B, valamint a C ésD objektumoknak is létezik
összege, akkor a szorzatnyilak mintájára értelmezhetjük az f : A −→ B és
a g : C −→ D nyilak f + g összegét. Az f + g összeg egyértelm¶ségéhez
természetesen rögzítenünk kell egy A + C és egy B + D összeget; ha ezt
megtettük, akkor f + g : B + D −→ A + C az az egyetlen nyíl, amelyet a
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pontozott nyíl helyére írva a

A
f //

iA

��

B

iB

��
A+ C B+Doo

C g
//

iC

OO

D

iD

OO

diagram kommutatív.

4.4.3. Mik az [f, g] és az f+g nyilakra vonatkozó duálisai a 4.3.3�6. feladatokban
szerepl® állításoknak?

A véges összegek értelmezése sem jelenthet különösebb nehézséget. Je-
gyezzük meg: ha nincs objektum, akkor a véges összeg � amennyiben létezik
� iniciális objektum. Ennek belátását és az összeg tetsz®leges indexhalmazra
vonatkozó általánosítását az Olvasóra bízzuk.

4.5. Kiegyenlít®

A kiegyenlít®k az absztrakt �megoldáshalmazok�. Egy fx = gx formában
felírt egyenlet megoldáshalmaza az {x : fx = gx} halmaz.

4.5.1 De�níció. A C kategória két párhuzamos f, g : A −→ B nyilának az

e : E −→ A nyíl egy kiegyenlít®je, ha (i) f ◦ e = g ◦ e, és (ii) tetsz®leges E ′

objektum és h nyíl esetén, amennyiben f ◦ h = g ◦ h, úgy létezik pontosan

egy u : F −→ E nyíl, amellyel h = e ◦ u, azaz amellyel a

F

u

��

h

��????????

E e
// A

f //
g
// B

diagram kommutatív.

A (ii) tulajdonságot a kiegyenlít®k univerzális tulajdonságának nevezzük.
Az univerzális tulajdonság egyszer¶ következménye, hogy ha e kiegyenlít®,
akkor 1E az egyetlen olyan nyíl, amellyel e-t jobbról komponálva e-t kapjuk.

4.5.1. Mi a helyzet, ha a fenti de�nícióban f = g?
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A kiegyenlít®k � miként a szorzatok � egyértelm¶ izomor�zmus erejéig
meghatározottak.

4.5.2. Állítás. Ha az e : E −→ A nyíl az f, g : A −→ B nyilak egy kiegyen-

lít®je, az i : E ′ −→ E nyíl pedig izo, akkor az e ◦ i : E ′ −→ A nyíl szintén f

és g egy kiegyenlít®je.

Bizonyítás: Mivel f ◦ e = g ◦ e, azért f ◦ e ◦ i = g ◦ e ◦ i is teljesül. Az univerzális
tulajdonság igazolásához tegyük fel, hogy egy F objektum és egy h : F −→ A nyíl
esetén f ◦ h = g ◦ h. Azt kell igazolni, hogy ekkor pontosan egy u : F −→ E ′ nyíl
létezik, amellyel e ◦ i ◦ u = h. Az e kiegyenlít® univerzális tulajdonsága szerint
létezik pontosan egy v : F −→ E nyíl, amellyel e ◦ v = h.

E ′

i

��

F
uoo

h

��
v

~~~~~~~~~~

E

i−1

OO

e
// A

f //
g
// B

Az u nyíl szerepére ekkor i−1 ◦ v megfelel® választás: e ◦ i ◦ u = e ◦ i ◦ i−1 ◦ v =

e ◦ v = h. Annak igazolásához, hogy legfeljebb egy ilyen u létezhet, tegyük fel,

hogy az u ′ : F −→ E ′ nyíllal is fennáll e ◦ i ◦u ′ = h. Ekkor persze e ◦ (i ◦u ′) = h is

fennáll, a v nyíl egyértelm¶sége miatt így i ◦ u ′ = v, amib®l i−1 ◦ i ◦ u ′ = i−1 ◦ v,
azaz u ′ = i−1 ◦ v = u. ♥

4.5.3. Állítás. Ha egy C kategória f, g : A −→ B nyilainak e : E −→ A és

e ′ : E ′ −→ A egyaránt kiegyenlít®je, akkor E és E ′ a C kategória izomorf

objektumai.

Bizonyítás: Mivel e : E −→ A kiegyenlít®, az univerzális tulajdonsága miatt
létezik egyetlen olyan k : E −→ E ′ nyíl, amellyel e ′ ◦ k = e; hasonlóan: mivel
e ′ : E ′ −→ A kiegyenlít®, létezik egyetlen l : E ′ −→ E nyíl, amellyel e ◦ l = e ′.

E

k

��

e

  AAAAAAAA

A
f //
g
// B

E ′

l

OO

e ′

>>~~~~~~~

Természetes gondolat, hogy k és l izo nyilak � és valóban ez a helyzet. Azt kell

tehát belátnunk, hogy l ◦ k = 1E és hogy k ◦ l = 1E ′ . Az l ◦ k : E −→ E nyílra:

e ◦ l ◦ k = e ′ ◦ k = e. A kiegyenlít® univerzális tulajdonsága miatt azonban 1E
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az egyetlen olyan nyíl, amellyel e ◦ 1E = e, így l ◦ k csak 1E lehet. Hasonlóan

igazolható, hogy k ◦ l = 1E ′ . ♥

A Set kategóriában az f, g : A −→ B nyilak kiegyenlít®je az az e : E −→ A

nyíl, amelyben E = {x ∈ A : fx = gx} halmaz és e = 1A|E nyíl (az 1A

függvény E-re való lesz¶kítése). Ha ugyanis h : C −→ A olyan függvény,
amellyel f ◦ h = g ◦ h, akkor valóban pontosan egy k : C −→ E függvény
létezik, amellyel a

C

k

��

h

��???????

E e
// A

f //
g
// B

diagram kommutatív.

4.5.2. Bizonyítsuk be, hogy az egyetlen jó választás: k = h.

4.5.3. Igazoljuk, hogy egy 〈E,≤〉 részbenrendezésb®l származtatott kategóriában
pontosan az 1-nyilak a kiegyenlít®k!

A Set kategóriában a tehát az f, g : A −→ B nyilak kiegyenlít®je olyan
injektív függvény, amely az A halmaz egy részhalmazán van értelmezve.
Ennek a meg�gyelésnek az általánosítása a következ®,

4.5.4. Állítás. Legyen az e : E −→ A az f, g : A −→ B nyilak egy kiegyen-

lít®je. Akkor (i) e mono; (ii) az f és g bármelyik e ′ : E ′ −→ B kiegyenlít®je

esetén e ∼ e ′, e és e ′ tehát A ugyanazon részobjektumának elemei.

Bizonyítás: (i) Annak igazolásához, hogy e mono, tegyük fel, hogy egy C ob-
jektum és a k, l : C −→ E nyilak esetén e ◦ k = e ◦ l. Bebizonyítjuk, hogy ekkor
k = l.

E
e // A

f //
g
// B

C

k

OO

l

OO
m

;;

e◦l=k◦e

??~~~~~~~

Az e◦l : C −→ A nyílra teljesül, hogy f◦(e◦l) = g◦(e◦l), így � mivel e kiegyenlít® �

pontosan egym : C −→ E nyíl létezik, amellyel e◦m = e◦l. Mivel ez az egyenl®ség

m helyében k-val és l-lel is fennáll, azt kapjuk, hogy k = l. (ii) Azt kell bizonyítani,

hogy léteznek olyan m : E −→ E ′ és n : E ′ −→ E nyilak, amelyekkel e ◦m = e ′

és n ◦ e ′ = e. Ehhez elég ha felidézzük: amennyiben e : E −→ A és e ′ : E ′ −→ A

egyaránt f és g kiegyenlít®i, akkor E és E ′ izomorf objektumok. Az izo nyílpár e-t

és e ′-t �átfaktoráltatja� egymáson. ♥

Ha egy nyíl mono és epi, akkor nem feltétlenül izo. Az epi kiegyenlít®k
azonban azok:
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4.5.5. Állítás. Legyen az e : E −→ A nyíl a g, f : A −→ B nyilak egy

kiegyenlít®je. Ha e epi, akkor izo.

Bizonyítás: Mivel e kiegyenlít®, f ◦ e = g ◦ e, ha e epi, akkor ebb®l f = g

következik. Ezek szerint f ◦ 1A = g ◦ 1A, létezik tehát pontosan egy k : A −→ E

nyíl, amellyel e◦k = 1A. Már csak azt kell belátnunk, hogy ezzel a k-val k◦e = 1E

is teljesül. Ehhez elég észrevenni, hogy e ◦ (k ◦ e) = e = e ◦ 1A, így ha e epi, akkor

k ◦ e = 1A is teljesül. ♥

Az f : A −→ B nyilat regulárisnak nevezzük, ha létezik olyan g, h : B −→
C nyílpár, amelynek f kiegyenlít®je. Egy mono nyíl nem feltétlenül reguláris,
a Set kategóriában azonban ez a helyzet.

4.5.4. Legyen f : A −→ B injektív függvény (azaz mono Set-beli nyíl). Értelmez-
zünk egy g, h : B −→ {0, 1} függvénypárt a következ®képpen: gx = 1 minden x ∈ B
esetén; h hozzárendelési szabálya pedig a következ®:

x 7→ {1, ha x ∈ Im f

0, ha x /∈ Im f

Bizonyítsuk be, hogy az f függvény a g, h függvénypár kiegyenlít®je!

Egy osztott mono nyíl ugyanakkor mindig reguláris.

4.5.5. Legyen f : A −→ B osztott mono; legyen g : B −→ A az f egy balinverze.
Igazoljuk, hogy ekkor f a g, 1B nyílpár egy kiegyenlít®je! [Ezzel van egy újabb
bizonyításunk arra, hogy ha egy osztott mono nyíl epi, akkor izo.]

4.6. Ko-kiegyenlít®

A ko-kiegyenlít®k a kiegyenlít®k �duálisai�: egy C kategória ko-kiegyenlít®i a
Cop duális kategória kiegyenlít®i.

4.6.1 De�níció. Azt mondjuk, hogy a q : B −→ Q nyíl az f, g : A −→ B

nyilak egy ko-kiegyenlít®je, ha (i) q ◦ f = ◦g, továbbá (ii) tetsz®leges C

objektum és h : B −→ C nyíl esetén, amennyiben h ◦ g = h ◦ f, úgy létezik

pontosan egy k : Q −→ C nyíl, amellyel az

A
f //
g
// B

q //

h ��???????? Q

k

��
C

diagram kommutatív, azaz h = k ◦ q.
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A (ii) tulajdonság a ko-kiegyenlít®k univerzális tulajdonsága. A dualitás
elve alapján minden további cécó nélkül kijelenthetjük: a ko-kiegyenlít®k
(egy egyértelm¶) izomor�zmus erejéig meghatározottak, minden ko-kiegyenlít®
epi, és minden mono ko-kiegyenlít® izo.
A reguláris mono nyilak mintájára egy C kategóriában az f nyilat reguláris

epinek nevezzük, ha van olyan g, g nyílpár, amelynek f a ko-kiegyenlít®je.
A Set kategóriában � ahol minden mono reguláris mono � az is igaz, hogy
minden epi reguláris epi.

Ko-kiegyenlít®k és ekvivalenciarelációk

Ako-kiegyenlít®k az ekvivalenciarelációkkal állnak intim kapcsolatban. Mint
emlékszünk, egy E halmazon értelmezett R reláció (azaz E × E egy részhal-
maza) ekvivalenciareláci, ha re�exív, szimmetrikus és tranzitív, azaz tetsz®-
leges x, y, z ∈ E esetén (i) 〈x, x〉 ∈ R, (ii) ha 〈x, y〉 ∈ R, akkor 〈y, x〉 ∈ R és
(iii) ha 〈x, y〉 ∈ R és 〈y, z〉 ∈ R, akkor 〈x, z〉 ∈ R. Azt, hogy 〈x, y〉 ∈ R, néha
így jelöljük: xRy.
Ha az E halmazon értelmezett R reláció ekvivalenciareláció, akkor R az E

halmazt diszjunkt részhalmazokra � ekvivalenciaosztályokra � osztja, ame-
lyeknek elemei E egymással R relációban álló elemei. Az 1. alfejezetben már
láttuk, hogy ilyenkor E minden eleme pontosan egy ekvivalenciaosztálynak
eleme, azt az ekvivalenciaosztályt, amelynek x eleme, [x], az ekvivalenciaosz-
tályok halmazát pedig E/R jelöli. Világos, hogy tetsz®leges x, y ∈ E esetén
(i) x ∈ [x], (ii) [x] = [y] pontosan akkor, ha xRy, és (iii) ha [x] 6= [y], akkor
[x] ∩ [y] = ∅.
Lássunk egy példát. Legyen k ∈ Z; a Z halmazon értelmezhetünk egy Rk

relációt a következ®képpen:mRkn pontosan akkor, ha k|m−n. Ez ekvivalen-
ciareláció; a Z/Rk ekvivalenciaosztályok elemei olyan egész számok, amelyek
k-val osztva ugyanazt a maradékot adják. (Azt, hogy mRkn, a számelmé-
letben így jelölik: m ≡ n (k), az ekvivalenciosztályokat pedig (modulo k)
maradékosztályoknak nevezik.)

4.6.1. Hány eleme van a Z/Rk halmaznak?

Ha R az E halmazon értelmezett ekvivalenciareláció, akkor azt az fR :

E −→ E/R függvényt, amely E minden eleméhez az ®t (elemként) tartal-
mazó ekvivalenciaosztályt rendeli, az R reláció természetes leképezésének

nevezzük. Az R ⊆ E×E halmazon � ugyancsak �természetes� módon � értel-
mezzünk két függvényt: p1 minden rendezett párhoz annak els®, p2 pedig a
második tagját rendeli. Mindezen � az Olvasó türelmét próbára tev® � el®-
készületek után kimondhatjuk els® fontos meg�gyelésünket: ha R ⊆ E × E
ekvivalenciareláció, akkor az fR természetes leképezés a p1 és p2 pro-

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



104 4. SPECIÁLIS NYILAK ÉS OBJEKTUMOK

jekciók ko-kiegyenlít®je. Mivel tetsz®leges 〈x, y〉 ∈ R esetén fR(x) = fR(y),
azt kapjuk, hogy fR ◦ p1 = fR ◦ p2. Az univerzális tulajdonság igazolásához
meg kell mutatnunk, hogy a

R
p1 //
p2

// E
fR //

h   AAAAAAAA E/R

k

��
C

diagramban pontosan egy függvény játszhatja el k szerepét. Világos, hogy k
csak olyan függvény lehet, amelyre teljesül, hogy k([x]) = h(x) tetsz®leges
x ∈ E esetén. De�niáljuk tehát a k függvényt így: k([x]) = h(x) valamely
x ∈ [x] esetén. A de�níció értelmes, azaz nem függ attól hogy az [x] ekvivalen-
ciaosztály melyik x ∈ [x] �reprezentánsát� választjuk: ha ugyanis x, x ′ ∈ [x],
akkor 〈x, x ′〉 ∈ R, p1(〈x, x ′〉) = x, p2(〈x, x ′〉) = x ′, és így h ◦ p1 = h ◦ p2

miatt h(x) = h(x ′).

Ko-kiegyenlít®k a halmazok kategóriájában

Lássuk most, mi két tetsz®leges Set-beli nyíl ko-kiegyenlít®je. Legyen f, g :

A −→ B két függvény; f és g meghatároznak egy R ⊆ B× B relációt:

R = {〈x, y〉 ∈ B× B : van olyan z ∈ A, amelyre fz = x és gz = y}

Az R reláció általában nem ekvivalenciareláció � megadható azonban az a
legsz¶kebb ekvivalenciareláció, amely R-t tartalmazza (vagyis az az R∗ relá-
ció, amelyre teljesül, hogy tetsz®leges R ′ ⊆ B×B ekvivalenciareláció esetén,
amennyiben R ⊆ R ′, úgy R ′ ⊆ R∗). Lássuk, miként �konstruálható� meg az
R∗ reláció. Els® lépésben de�niáljuk az R1 relációt így:

R1 = R ∪ ∆B ∪ Rop,

ahol ∆B = {〈x, x〉 : x ∈ B} (erre az 1. fejezetb®l nyilván emlékszik az Olvasó),
Rop pedig az a reláció, amelynek elemei az R-beli rendezett párok �megfor-
dítottjai�: 〈x, y〉 ∈ Rop pontosan akkor, ha 〈y, x〉 ∈ R. Az így de�niált R1

relációt R re�exív és szimmetrikus lezártjának nevezzük: ez a legsz¶kebb
R-t tartalmazó re�exív és szimmetrikus reláció.

4.6.2. Bizonyítsuk be, hogy valóban ez a helyzet! [Egy S ⊆ F× F reláció pontosan
akkor re�exív, ha ∆F ⊆ S, és pontosan akkor szimmetrikus, ha S = Sop.]

Már csak a tranzitivitást kell kikényszerítenünk. Els® lépésben de�niáljunk
egy R2 relációt így:

R2 = {〈x, y〉 ∈ B× B : létezik z ∈ B, hogy 〈x, z〉 ∈ R1 és 〈z, y〉 ∈ R1},
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xR2y tehát pontosan akkor, ha x-b®l két R1-lépésben eljuthatunk y-ba.
[Azaz: R2 = R1◦R1 � az R1 reláció önmagával vett kompozíciója.] Az eljárást
folytatva, ha az Rk relációt (ahol k > 0) már de�niáltuk, akkor legyen

Rk+1 = {〈x, y〉 ∈ B× B : létezik z ∈ B, hogy 〈x, z〉 ∈ Rk és 〈z, y〉 ∈ Rk}.

Végül legyen R∗ az így de�niált Ri relációk uniója:

R∗ =
⋃
i>0

Ri,

xR∗y tehát pontosan akkor, ha x-b®l véges számú R1-lépésben y-ba érkezhe-
tünk. Nyilvánvaló, hogy R∗ tranzitív (két véges R1-út egymásutánja is véges
R1-út), R1 de�nícióját is �gyelembe véve a re�exivitás és a tranzitivitás is
teljesül � R∗ tehát ekvivalenciareláció.

4.6.3. Bizonyítsuk be, hogy R∗ valóban a legsz¶kebb R-t tartalmazó ekvivalencia-
reláció!

Legyen most q : B −→ B/R∗ természetes leképezés; belátjuk, hogy q az

f és g függvény ko-kiegyenlít®je. Ha x, y ∈ B esetén 〈x, y〉 ∈ R∗, akkor
qx = qy, ugyanez nyilván akkor is teljesül, ha 〈x, y〉 ∈ R ⊆ R∗. Ez utóbbi
viszont � R de�níciója szerint � pontosan azt jelenti, hogy minden x ∈ B
esetén q(fx) = q(gx), azaz q ◦ f = q ◦ g.
A kiegyenlít® univerzális tulajdonságának bizonyításához tegyük fel, hogy

a h : B −→ C függvényre teljesül h ◦ f = h ◦ g. Azt kell igazolnunk, hogy
ekkor pontosan egy k : B/R∗ −→ C nyíl létezik, amellyel a

A
f //
g
// B

q //

h
!!CCCCCCCCC B/R∗

k

��
C

diagram kommutatív. Ha x ∈ B, akkor a k függvénynek az [x] ekvivalen-
ciaosztályhoz a hx függvényértéket kell rendelnie. Ahhoz, hogy így valóban
megadhassunk egy függvényt, �mindössze� azt kell igazolnunk, hogy tetsz®-
leges x, x ′ ∈ B esetén abból, hogy xR∗x ′, következik, hogy h(x) = h(x ′).
[Ahhoz, hogy ténylegesen függvényt adjunk meg, annak is teljesülnie kell,
hogy E/R∗ egyetlen eleme sem üres � ez viszont csak úgy fordulhat el®, ha
maga E is üres, ebben az esetben pedig a kép meglehet®sen egyszer¶vé válik.
Pontosan mi a helyzet, ha E = ∅?] A legegyszer¶bb eset az, amikor xRx ′,
akkor ugyanis per de�nitionem létezik z ∈ A, amellyel fz = x és gz = x ′,
így h(x) = h(fz) = h(gz) = h(x ′) � itt kihasználtuk, hogy h ◦ f = h ◦ g. Ha
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x és x ′ olyan, hogy x ′Rx, akkor ugyanez a helyzet, ha pedig x = x ′, akkor
nyilván h(x) = h(x ′) � ezzel beláttuk, hogy xR1x ′ ⇒ h(x) = h(x ′). Ha pedig
valamely k esetén abból, hogy xRkx ′, következik, hogy h(x) = h(x ′), akkor
ugyanez a következtetés k + 1 esetén is levonható: ha ugyanis xRk+1x ′, ak-
kor van olyan x ′′ ∈ B, hogy xRkx ′′ és x ′′Rkx ′, így fennáll h(x) = h(x ′′) és
h(x ′′ = h(x ′), és így természetesen h(x) = h(x ′) is. Ezzel (teljes indukcióval)
beláttuk, hogy minden k-ra xRkx ′ ⇒ h(x) = h(x ′), így ugyanez a konklúzió
az Rk relációk uniójára, azaz R∗-ra is áll.

4.7. Pullback

A pullback a speciális objektumok és nyilak tárgyalásában a természetes
következ® lépés: a szorzatok és a kiegyenlít®k egyaránt �el®állnak� speciális
pullbackként.

4.7.1 De�níció. Legyen f : A −→ C és g : B −→ C a C kategória két,

azonos végpontú nyila. Azt mondjuk, hogy a P objektum a p1 : P −→ A és

p2 : P −→ C nyilakkal az

B

g

��
A

f
// C

�sarok� egy pullbackje, ha (i) a

P
p2 //

p1

��

B

g

��
A

f
// C

diagram kommutatív, azaz f◦p1 = g◦p2, továbbá (ii) tetsz®legesD objektum

és k : D −→ A, l : D −→ B nyilak esetén, amennyiben f ◦ k = g ◦ l, úgy
létezik egyetlen u : D −→ P nyíl, amellyel a

D

l

''OOOOOOOOOOOOOO

k

��/
/////////////

u

��
P p2

//

p1

��

B

g

��
A

f
// C

diagram kommutatív, azaz p1 ◦ u = k és p2 ◦ u = l.
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Az Olvasó meg fog lep®dni: a (ii) tulajdonság a pullback univerzális tu-

lajdonsága. Azt, hogy a P objektum a p1 és p2 nyilakkal � esetenként ezeket
is projekcióknak nevezik � az f és a g nyíl pullbackje, így jelöljük:

A C
f
//

P

A

p1

��

P B
p2 // B

C

g

��

Az ilyen négyzeteket �pullback-négyzetnek� nevezzük.

4.7.1. Tekintsük egy C kategória tetsz®leges f : A −→ B nyilát. Bizonyítsuk be,
hogy a

A B
f
//

A

A

1A

��

A B
f // B

B

1B

��

diagram pullback-négyzet!

A pullbackre is igaz, hogy � amennyiben létezik � egyértelm¶ izomor�z-
mus erejéig meghatározott; ennek bizonyítását azonban most az Olvasóra
hagyjuk.

4.7.2. Legyen a C kategóriában

A C
f
//

P

A

p1

��

P B
p2 // B

C

g

��

egy pullback-négyzet. Ekkor (i) ha i : P ′ −→ P izomor�zmus, akkor

A C
f
//

P ′

A

p1◦i

��

P ′ B
p2◦i // B

C

g

��

szintén pullback négyzet; és (ii) ha

A C
f
//

Q

A

q1

��

Q B
q2 // B

C

g

��
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ugyanazon sarok pullbackje, akkor P és Q izomorf objektumok.[Az izomor�zmust
természetesen a pullback univerzális tulajdonsága által �kikényszerített� nyílpár-
nak köszönhet®.]

A következ® állítás szerint minden pullback megkonstruálható egy szorzat
kiegyenlít®jeként � feltéve persze, hogy a megfelel® szorzat, illetve kiegyen-
lít® létezik.

4.7.2. Állítás. Ha egy C kategóriában bármely két objektum szorzata és

tetsz®leges párhuzamos nyílpár kiegyenlít®je létezik, akkor C-ben minden

saroknak van pullbackje.

Bizonyítás: Tekintsük tehát f : A −→ C és g : B −→ C nyilakat. A feltétel
szerint létezik (legalább egy) A×B szorzat a pA : A×B −→ A és pB : A×B −→ B

projekciókkal. Legyen e : E −→ A × B az f ◦ pA és a g ◦ pB nyilak kiegyenlít®je.
Belátjuk, hogy ekkor

A C
f
//

E

A

pA◦e

��

E B
pB◦e // B

C

g

��

pullback-négyzet. Az, hogy a négyzet kommutatív, azaz teljesül a pullback (i)
tulajdonsága, automatikusan teljesül: mivel e kiegyenlít®, azért f◦pA◦e = g◦pB◦e.
A pullback univerzális tulajdonságának ellen®rzéséhez legyenek k : D −→ A és
l : D −→ B olyan nyilak, amelyekkel f ◦ k = g ◦ l. Azt kell belátni, hogy pontosan
egy u : D −→ E nyíl létezik, amellyel pA ◦ e ◦ u = k és pB ◦ e ◦ u = l.

A k és az l nyilak, valamint az A × B szorzat egyértelm¶en meghatározzák
a 〈k, l〉 : D −→ A × B nyilat, amelyre � mint emlékszünk � egyaránt teljesül
pA ◦ 〈k, l〉 = k és pB ◦ 〈k, l〉 = l. Ekkor f ◦pA ◦ 〈k, l〉 = f ◦k = g ◦ l = g ◦pB ◦ 〈k, l〉,
a 〈k, l〉 nyíl tehát kielégíti az e kiegyenlít® univerzális tulajdonságának feltételét.
Létezik tehát egyetlen m : D −→ E nyíl, amellyel e ◦m = 〈k, l〉. Az Olvasó ezen a
ponton szükségét érezheti, hogy vázolja magának, mi is az ábra. . . Valami ilyesmi:

D
〈k,m〉

//

u

--

m

��
k

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL A× B

pA

��3
33333333333333
pB

((QQQQQQQQQQQQQQ

E pB◦e
//

pA◦e

��

eEEEE

bbEEEE

B

g

��
A

f
// C

Ekkor fennáll pA ◦ e ◦m = pA ◦ 〈k, l〉 = k és pB ◦ e ◦m = pB ◦ 〈k, l〉 = l is, az m
nyíl tehát megfelel® választás lehet u szerepére.

Hogy a lehet®ség bizonyossággá váljon, már csak azt kell igazolnunk, hogy

egyetlen ilyen nyíl létezhet. Legyen tehát m ′ : D −→ E olyan nyíl, amellyel
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pA ◦ e ◦ m ′ = k és pA ◦ e ◦ m ′ = l. A szorzat univerzális tulajdonsága miatt

ekkor e ◦m ′ = 〈k, l〉, amib®l � mivel e ◦m = 〈k, l〉 � azt kapjuk e ◦m ′ = e ◦m.

Már csak arra kell hivatkoznunk, hogy e � mint minden kiegyenlít® � mono, és

levonhatjuk a következtetést: m = m ′. ♥

A bizonyítás alapján nyilvánvaló, hogy egy sarok pullbackje valóban egy-
értelm¶ izomor�zmus erejéig meghatározott � ez a kiegyenlít® és a szorzat
hasonló tulajdonságainak következménye.

Absztrakt inverz képek és absztrakt metszetek

Az állítás ugyanakkor azt is megmutatja, hogyan gondoljunk egy pullbackre
a Set kategóriában: ha a

B

g

��
A

f
// C

Set-beli sarok pullbackje a

A C
f
//

D

A

p1

��

D B
p2 // B

C

g

��

diagram, akkor D = {〈x, y〉 ∈ A × B : f(x) = g(y)}, p1 és p2 pedig rendre a
pA és pB projekciók D-re való lesz¶kítései. Ha q : D ′ −→ A és r : D ′ −→ B

nyilakra f ◦ q = g ◦ r , akkor az s(z) = 〈q(z), r(z)〉 hozzárendelési szabály
éppen az univerzális tulajdonság által megkövetelt D ′ −→ D függvényt adja
meg.
Legyen most f : A −→ B egy függvény, C pedig B egy részhalmaza. Mint

emlékszünk, a C halmaz f szerinti
−1

f (C) inverz képe az A halmaz azon x
elemeinek halmaza, amelyekre fx ∈ C, azaz

� tetsz®leges x-re x ∈
−1

f (C) pontosan akkor, ha fx ∈ C.

Ha most 1B|C : C −→ B az 1B identitás C-re való lesz¶kítése, akkor a

A B
f
//

P

A
��

P C
f ′ // C

B

1B|C
��
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pullbackben P = {〈x, y〉 ∈ A × C : f(x) = 1B|C(y)} = {〈x, y〉 ∈ A × C :

f(x) = y}, a P halmaz tehát olyan rendezett párokból áll, amelyeknek els®

tagjai éppen az
−1

f (C) halmazt alkotják. Az els® tagokat éppen a pullback
bal oldali nyila képezi, így ezt a nyilat C � félig � absztrakt inverz képének is

nevezhetjük. Világos, hogy az f ′ függvény csak f|−1
f (C)

:
−1

f (C) −→ B lehet.

A szituáció tetsz®leges kategóriára általánosítható. Mint emlékszünk, a
részobjektumok mono nyilak ekvivalenciaosztályai; a mono tulajdonságot
pedig a pullbackek meg®rzik:

4.7.3. Állítás. Ha egy C kategóriában a g : B −→ C nyíl mono, akkor

tetsz®leges

A C
f
//

P

A

g ′

��

P B
f ′ // B

C

g

��

pullbackben a g ′ nyíl is mono.

Úgy is mondhatjuk: �egy mono nyilat bármely nyíl mentén visszahúzva
mono nyilat kapunk�. [Ez lenne a pullback elnevezés magyarázata.]

Bizonyítás: Legyenek h1, h2 : D −→ P olyan nyilak, amelyekkel g ′ ◦h1 = g ′ ◦h2.

Ekkor g ◦ f ′ ◦ h1 = f ◦ g ′ ◦ h1 = f ◦ g ′ ◦ h2 = g ◦ f ′ ◦ h2, amib®l � kihasználva,

hogy g mono � arra következtethetünk, hogy f ′ ◦h1 = f ′ ◦h2 is teljesül. Az f ′ ◦h1

és a g ′ ◦ h1 nyilakra tehát teljesül g ◦ f ′ ◦ h1 és f ◦ g ′ ◦ h2; a pullback univerzális

tulajdonsága szerint pontosan egy olyan h nyíl létezik, amellyel f ′ ◦ h = f ′ ◦ h1 és

g ′ ◦ h = g ′ ◦ h1. Mivel e két egyenl®ség nem csak h1-gyel, de h2-vel is teljesül, az

egyértelm¶ség diktátuma: h1 = h2. ♥

A fenti pullbackben a g ′ nyilat a g nyíl f menti (absztrakt) inverzének
nevezzük, és f−1(g)-vel jelöljük; a P objektum a C objektum f szerinti (absz-
trakt) inverz képe, jelölése f−1C. (Hasonló a terminológia minden olyan pull-
back esetében, amelyben a függ®leges nyilak mono nyilak.)
A fenti, • jellel kiemelt állítás absztrakt analogonja a következ®,

4.7.4. Állítás. Legyen egy C kategóriában f : A −→ B tetsz®leges, g : C −→
B pedig mono nyíl. Akkor tetsz®leges D objektum és k : D −→ A nyíl esetén

k ⊆ f−1(g) pontosan akkor, ha f ◦ k ⊆ g.

Bizonyítás: Tekintsük az alábbi diagramot (amelyben a négyzet a feltétel szerint
pullback). Ha k ⊆ f−1(g), akkor van olyan l : D −→ f−1(g), amellyel l = f−1(g)◦k.

Kézirat! Ne terjeszd! Hibák, észrevételek: csferenc@yahoo.com



4.7. PULLBACK 111

Akkor viszont az m = f ′ ◦ l nyíllal a

D
m=f ′◦l

&&
k

��3
333333333333333

l

""EEEEEEEE

f−1(C)

f−1(g)

��

f ′ // B

g

��
A

f
// C

diagramban a �küls® négyszög� kommutatív, így g◦m = f◦k, azaz valóban f◦k ⊆ g.
Megfordítva, ha van olyan m nyíl, amellyel a küls® négyszög kommutatív (azaz

amely biztosítja, hogy f◦x ⊆ g), akkor � mivel a �bels®� négyzet pullback � létezik

egyetlen l, amely az egész diagramot kommutatívvá teszi, így speciálisan fennáll

f−1(g) ◦ l = k is. ♥

4.7.3. Bizonyítsuk be, hogy ha egy C kategóriában az f : A −→ C nyíl mono,
akkor egy

A C
f
//

P

A

g ′

��

P B
f ′ // B

C

g

��

pullbackben az f ′ nyíl csak mono lehet.

Ha most f : A −→ B és g : C −→ B egyaránt mono nyilak, és létezik
legalább egy

A B
f
//

P

A
��

P C// C

B

g

��

pullbackjük (amelyben mind a négy nyíl mono), akkor annak bal fels® csú-
csát A és C absztrakt metszetének, a bel®le induló �átlós� nyilat pedig f és g
absztrakt metszetének � jelölése: f∩g � tekinthetjük. Az elnevezést indokolja
a következ® egyszer¶ meg�gyelés: tetsz®leges D objektum és k : D −→ A

nyíl esetén k ⊆ f és k ⊆ g pontosan akkor, ha k ⊆ f ∩ g.

4.7.4. Mutassuk meg, hogy valóban ez a helyzet!

Szorzat és kiegyenlít® mint pullback

A pullback általánosságát mutatja, hogy a pullbackek létezéséb®l a szorzatok
és a kiegyenlít®k létezése is következik � csupán annyit kell feltennünk, hogy
a vizsgált C kategóriában terminátor is van.
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4.7.5. Állítás. Ha a C kategóriában van terminátor, akkor amennyiben

minden saroknak létezik pullbackje, úgy tetsz®leges A és B objektumoknak

létezik szorzata.

Bizonyítás: Legyen T a C kategória egy terminátora, legyenek továbbá A és B
tetsz®leges objektumok. Tekintsük most a

B

!B

��
A

!A

// T

sarkot. [!A és !B � mint emlékszünk � az egyetlen A −→ T , illetve B −→ T nyilat
jelöli.] Bebizonyítjuk, hogy e sarok

A T
!A

//

P

A

p1

��

P B
p2 // B

T

!B

��

pullbackje egyúttal szorzatdiagram is. Legyenek tehát k : C −→ A és l : C −→ B

tetsz®leges C-beli nyilak. Ekkor !A◦k = !B◦l automatikusan teljesül, így a pullback

univerzális tulajdonsága miatt létezik pontosan egy m : c −→ P nyíl, amellyel

p1 ◦m = k és p2 ◦m = l. A P objektum tehát � a p1 és p2 nyilakkal � megfelel

mindannak, amit egy A× B szorzattól megkövetelünk. ♥

4.7.6. Állítás. Ha a C kategóriában minden saroknak létezik pullbackje,

akkor bármely párhuzamos nyílpárnak van kiegyenlít®je.

Bizonyítás: Legyenek f, g : A −→ B nyilak; az el®z® állítás szerint létezik egy
B× B szorzat is. Tekintsük az

B

〈1B,1B〉

��
A
〈f,g〉

// B× B

sarkot, belátjuk, hogy e sarok tetsz®leges

A B× B
〈f,g〉
//

E

A

e

��

E B
k // B

B× B

〈1B,1B〉

��
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pullbackjében a bal oldali (nem véletlenül e-vel jelölt) nyíl f és g kiegyenlít®je. [A
pullback-négyzet fels®, k-val jelölt nyila �csupán� statisztaszerepet játszik, mind-
azonáltal � mint látni fogjuk � nélkülözhetetlen mellékszerepl®.]

Az e nyíl a kiegyenlít® de�níciójának (i) feltételét kielégíti: f◦e = pB◦〈f, g〉◦e =

g ◦ e. Az univerzális tulajdonság teljesülésének igazolásához tegyük fel, hogy egy
h : C −→ A nyílra fennáll f ◦ h = g ◦ h. Ekkor a h, f ◦ h nyílpárhoz a pullback
univerzális tulajdonsága alapján létezik egyetlen m : C −→ E nyíl, amellyel e ◦
m = h és k ◦ m = f ◦ h. [Itt az ideje rajzolni. . . ] Az els® egyenl®ség szerint
az m nyíl tudja, amit a kiegyenlít® univerzális tulajdonsága által megkövetelt
nyílnak mindenképpen tudnia kell, már csak az egyértelm¶ség bizonyítása van
hátra. Legyen tehát m ′ : C −→ E olyan, hogy e ◦m ′ = h. Egy ilyen m ′-vel

k ◦m ′ = 1B ◦ k ◦m ′ = pB ◦ 〈1B, 1B〉 ◦ k ◦m ′ = pB ◦ 〈f, g〉 ◦ e ◦m ′ =
= pB ◦ 〈1B, 1B〉 ◦ e ◦m = pB ◦ 〈1B, 1B〉 ◦ k ◦m = 1B ◦ k ◦m = k ◦m,

Az m ′ nyíllal tehát egyrészt e ◦m ′ = h, másrészt k ◦m ′ = f ◦ h � mivel azonban

a m az egyetlen nyíl, amelyre ezek teljesülnek, azt kapjuk, hogy m = m ′. ♥

4.7.5. Bizonyítsuk be, hogy ha egy C kategóriában

A B
f
//

E

A

e

��

E A
e // A

B

g

��

pullback, akkor az e nyíl az f és g nyilak kiegyenlít®je!

Az utóbbi három állítást így foglalhatjuk össze: ha egy C kategóriában van
terminátor, akkor a következ®k ekvivalensek:
� C-ben létezik bármely két objektum szorzata (és így minden véges szor-

zat) és bármely két nyíl kiegyenlít®je;
� minden C-beli saroknak létezik pullbackje.

A pullback lemma

A pullbackek egy gyakran használt tulajdonságát mondja ki a következ®,
nevezetes állítás. Azt, hogy valóban nevezetes, az jelzi, hogy neve is van:
pullback lemma.

4.7.7. Állítás. (Pullback lemma) Tegyük fel, hogy a

A
f //

j

��

B
g //

k

��

C

l

��
D

h
// E

i
// F
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diagramban a jobb oldali négyzet pullback-négyzet. Ekkor a bal oldali négy-

zet pontosan akkor pullback, ha a teljes téglalap is az (az i ◦ h és az l nyíl

alkotta saroké).

Bizonyítás: (i) Tegyük fel el®ször, hogy a bal oldali négyzet pullback; legyenek
m : G −→ C és n : G −→ D olyan nyilak, amelyekkel l ◦m = i ◦ h ◦ n; azt kell
igazolnunk, hogy pontosan egy olyan G −→ A nyíl, amelynek a g ◦ f nyíllal vett
kompozíciója éppen m, a j nyíllal vett kompozíciója pedig n. Mivel a jobb oldali
négyzet pullback, azért � az m és a h ◦ n nyilakhoz � létezik egyetlen u : G −→ B

nyíl, amellyel g ◦u = m és k ◦u = h ◦n. Mivel a bal oldali négyzet pullback, azért
� az u és az n nyilakhoz � pontosan egy v : G −→ A létezik, amellyel j ◦ v = n és
f ◦ v = u.

G

m

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

u

''

v

  
n

��0
0000000000000

A
f
//

j

��

B g
//

k

��

C

l

��
D

h
// E

i
// F

Az utóbbi egyenl®ségb®l g◦f◦v = g◦u = m, ígym = (g◦f)◦v és n = j◦v egyaránt
teljesül. Azt kell már csak belátni, hogy v az egyetlen olyan nyíl, amely ezt a két
egyenl®séget kielégíti. Tegyük fel tehát, hogy a v ′ : D −→ A nyíllal is fennáll
m = (g ◦ f) ◦ v ′ és n = j ◦ v ′. Az f ◦ v ′ nyílra ekkor az u nyíl mindkét tulajdonsága
teljesül � g ◦ (f ◦ v ′) = m és k ◦ (f ◦ v ′) = h ◦ n � így u egyértelm¶sége miatt
f ◦ v ′ = u. Eszerint tehát a v ′ nyíllal a v nyilat kit¶ntet® mindkét karakterisztikus
egyenl®ség teljesül, v egyértelm¶sége miatt így v = v ′.

(ii) Tegyük fel most, hogy a küls® téglalap pullback, belátjuk, hogy a bal oldali
négyzet is az. Legyenek tehát m : G −→ B és n : G −→ D olyan nyilak, amelyekkel
k ◦m = h ◦ n. Ekkor i ◦ h ◦ n = i ◦ k ◦m = l ◦ g ◦m is teljesül. Mivel a küls®
téglalap pullback, a g ◦m és az n nyilakhoz létezik pontosan egy u : G −→ A,
amellyel n = j ◦ u és g ◦m = g ◦ f ◦ u.

G
g◦m

''

m

''OOOOOOOOOOOOOO

u

  
n

��0
0000000000000

A
f
//

j

��

B g
//

k

��

C

l

��
D

h
// E

i
// F

Az u nyíl ekkor éppen a pullback univerzális tulajdonsága által megkövetelt egyet-

len nyíl. Ha ugyanis egy u ′ : G −→ A nyíllal teljesül j ◦ u ′ = n és f ◦ u ′ = m is,

akkor az utóbbi egyenl®ségb®l azt kapjuk, hogy g ◦ f ◦ u ′ = g ◦m is fennáll � az

u ′ nyíl tehát kielégíti az u-t kit¶ntet® mindkét egyenl®séget. Mivel ilyen nyíl csak

egy van, u = u ′. ♥
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4.7.6. Bizonyítsuk be, hogy ha a

• //

��

•

��
• //

��

•

��
• // •

diagramban a téglalap és az alsó négyzet pullback, akkor a fels® négyzet is az!

Pushout

A pushout a pullback duális párja. A Q objektumot a q1 : B −→ Q és a
q2 : C −→ Q nyilakkal a közös kezd®pontból induló f : A −→ B, f : A −→ C

nyilak pushoutjának nevezzük, ha a

Q C
q2oo

B

q1

OO

A
f

oo

g

OO

diagram kommutatív, továbbá tetsz®leges s : A −→ Q ′ és t : C −→ Q ′ nyilak
esetén pontosan egy k : Q −→ Q ′ nyíl létezik, amellyel fennáll k ◦ q1 = s és
k ◦ q2 = t, azaz amellyel a

Q ′

Q

k

__

Cq2

oo

t

ggOOOOOOOOOOOOOO

B

q1

OOs

WW000000000000000

A
f

oo

g

OO

diagram kommutatív.
A pushoutok ebben a könyvben nem játszanak különösebben fontos sze-

repet, az érdekl®d® Olvasó elbíbebl®dhet azzal, hogy �dualizálja� a pull-
backekkel kapcsolatos fogalomalkotások, illetve a rájuk vonatkozó állítások
egyikét-másikát.

4.8. Exponenciális

Legyen C egy kategória, A és B pedig C (nem feltétlenül különböz®) objektu-
mai. Mint emlékszünk, az A-ból induló, B-be érkez® C-beli nyilak halmazát
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HomC (A,B) jelöli (az indexet � amennyiben nem okoz félreértést � általában
elhagyjuk).
Gyakran el®fordul, hogy a HomC (A,B) összesség � esetleg a megfelel®,

rajta értelmezet struktúrával � szintén eleme a C kategóriának. Nyilvánva-
lóan ez a helyzet a halmazok és a függvények Set kategóriájában: ha A és B
halmazok, akkor halmaz az A-n értelmezett B-be érkez® függvények összes-
sége is. Ezt a halmazt általában BA jelöli; a jelölés magyarázata, hogy ha
az A halmaznak n, a B halmaznak pedig m eleme van, akkor BA elemeinek
száma éppen mn.
Legyen most 〈A,≤A〉 és 〈B,≤B〉 az el®rendezett halmazok kategóriájának

két objektuma. Akkor a Hom (A,B) halmaz elemei az A-n értelmezett, B-be
érkez® monoton függvények. Ezen a halmazon � amely nyilván a BA halmaz
részhalmaza � értelmezhet® egy ≤∗ részbenrendezés: f ≤∗ g pontosan akkor,
ha minden x ∈ A esetén fx ≤B gx.
Hasonlóan, ha 〈F1, �1〉 és 〈F2, �2〉 a félcsoportok kategóriájának objektu-

mai, akkor a Hom (F1, F2) halmazon (az F1 −→ F2 homomor�zmusok hal-
mazán) értelmezhetünk egy asszociatív �∗ m¶veletet így: ha f, g : F1 −→ F2

félcsoport-homomor�zmusok, akkor a h = f �∗ g hozzárendelési szabálya:
x 7→ fx �2 gx.

4.8.1. Igazoljuk, hogy az utóbbi két példában valóban a megfelel® kategória egy
objektumát kaptuk!

A példákban �nyíl-objektumokat� bizonyos halmazok elemeire hivatkozva
értelmeztük � a kategóriaelméleti általánosításban ezt valahogyan meg kell
kerülnünk. Az általánosítás motivációját a halmazok kategóriája adja. A BA

halmazzal ugyanis egyúttal adott egy evA,B : BA × A −→ B függvény is,
amelynek hozzárendelési szabálya: 〈f, x〉 7→ fx. A dönt® meg�gyelés a követ-
kez®: az így értelmezett evA,B függvény a C × A −→ B függvények között
rendelkezik egy �univerzális� tulajdonsággal: tetsz®leges g : C × A −→ B

függvény esetén pontosan egy olyan ĝ : C −→ BA függvény létezik, amellyel
a

BA ×A
evA,B

##GGGGGGGGG

B

C×A

ĝ×1A

OO

g

;;wwwwwwwww

diagram kommutatív. A ĝ× 1A függvény � a szorzat tárgyalásakor kifejtett
általános de�níciónak megfelel®en � egy 〈c, a〉 ∈ C×A párhoz a 〈ĝ(c), a〉 ∈
BA ×A párt rendeli. A ĝ : C −→ BA függvény értelmezésének alapja, hogy
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egy szorzathalmazon értelmezett függvény �egyik argumentumát rögzítve�
a szorzat másik �tényez®jén� értelmezett függvényt kapunk. Ez esetünkben
a következ®t jelenti: tetsz®leges c ∈ C egyértelm¶en meghatározza azt a
gc : A −→ B függvényt, amelynek hozzárendelési szabálya: x 7→ g(〈c, x〉).
Ha most a ĝ : C×A −→ BA függvényt így adjuk meg: ĝ(x) = gx, akkor tet-
sz®leges 〈c, a〉 ∈ C×A esetén evA,B(〈ĝ× 1A(〈x, y〉), y〉) = evA,B(〈gc, a〉) =

g(〈c, a〉), azaz g = evA,B ◦ (ĝ× 1A), az iménti diagram tehát valóban kom-
mutatív. Könnyen ellen®rizhet® végül, hogy az így de�niált ĝ az egyetlen
olyan függvény, amellyel diagramunk kommutatív.
Készen állunk immár az általános de�níció megfogalmazására.

4.8.1 De�níció. Legyenek C olyan kategória, amelyben tetsz®leges két ob-

jektumnak létezik szorzata; legyenek A és B C-beli objektumok. Azt mond-

juk, hogy egy X objektum az evA,BX × A −→ B nyíllal az A és B objek-

tumok exponenciálisa, ha tetsz®leges C objektum és g : C × A −→ B nyíl

esetén pontosan egy olyan ĝ : C −→ X nyíl létezik, amelyre teljesül, hogy

g = evA,B ◦ (ĝ× 1A), azaz amellyel a

X×A
evA,B

""EEEEEEEEE

B

C×A

ĝ×1A

OO

g

<<yyyyyyyyy

diagram kommutatív.

A ĝ nyilat a g nyíl exponenciális adjungáltjának nevezzük. Az elnevezés
magyarázatára a 6. fejezetben térünk vissza, ahol azt is belátjuk majd, hogy
az exponenciálisok � miként a terminátorok, a szorzatok, az egyenlít®k, a
pullbackek és duálisaik � egyértelm¶ izomor�zmus erejéig meghatározottak.
Ha a de�níciót kielégít® X objektumok közül kiválasztunk egyet, akkor azt
általában BA jelöli.

4.8.2. Fejtsük ki részletesen, mit jelent az �egyértelm¶ izomor�zmus erejéig egy-
értelm¶� kitétel az exponenciálisok esetében!

4.8.2. Állítás. Ha egy C kategóriában bármely két objektumnak létezik

exponenciálisa, akkor a g 7→ ĝ hozzárendelési szabály tetsz®leges A, B, és C

objektumok, és bármely C×A szorzat, illetve BA exponenciális esetén egy

HomC (C×A,B) −→ HomC (C,BA) bijektív függvényt ad meg.
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Bizonyítás: A hozzárendelés nyilván szürjektív: ha h ∈ HomC (C,BA), azaz h :

C −→ BA nyíl, akkor � mint az könnyen ellen®rizhet® � a h az evA,B ◦ (h × 1A)

nyíl exponenciális adjungáltja. Ha pedig a g, h ∈ HomC (C × A,B) nyilak ĝ és ĥ

exponenciális adjungáltjai megegyeznek, akkor g = evA,B ◦ (ĝ×1A) = evA,B ◦ (ĥ×
1A) = h, a hozzárendelés tehát injektív. ♥

A halmazos analógiát mélyíti el a következ® megjegyzés. Ha a C kategóriá-
ban létezik T terminális objektum, akkor minden A objektum esetén 1×A és
A izomorf. Jelölje az (egyetlen) T ×A −→ A izo nyilat i. Ha most rögzítjük
az A és B objektumok egy BA exponenciálisát, akkor bármely f : A −→ B

nyíl egyértelm¶en meghatározza az f̂ ◦ i nyíl exponenciális adjungáltját, azaz
f̂ ◦ i : 1 −→ BA nyilat. Ezt a nyilat � az AB exponenciális egy absztrakt �ele-
mét� � f neveként emlegetik, jelölése általában ‘f‘; ‘f‘ tehát az az egyetlen
nyíl, amellyel a

BA ×A
evA,B

##GGGGGGGGG

B

T ×A

‘f‘×1A

OO

f◦i

;;wwwwwwwww

diagram kommutatív.

4.8.3. Bizonyítsuk be, hogy ekkor azA objektum tetsz®leges k : T −→ A absztrakt
eleme esetén evA,B ◦ 〈‘f‘, k〉 = f ◦ k!

A kondicionális mint exponenciális

A propozicionális logikai konstansok kategóriaelméleti jellemzése már majd-
nem teljes: már láttuk, hogy a falsum a megfelel® kategóriában iniciális, a
verum terminális objektumként, a konjunkció szorzatként, az alternáció pe-
dig összegként értelmezhet®. Könnyen kitalálható, mi lesz a kondicionális
kategóriaelméleti megfelel®je.
Vizsgáljuk meg tehát, mi lehet az intuicionista propozicionális logikából

származtatott L∗I kategóriában az A és B objektumok (mondatok) exponen-
ciálisa! Ebben a kategóriában, mint emlékszünk, az, hogy létezik X −→ Y

nyíl azt jelenti, hogy az Y mondat az X-b®l következik, azaz az Y mondat
levezethet® az egyelem¶ {X} premisszahalmazból. A szóban forgó exponen-
ciálisra (jelöljük K-val) (i) egyrészt teljesül, hogy létezik K × A −→ B nyíl,
azaz � emlékezve, hogy a szorzat a konjunkciónak felel meg � a K&A mon-
datból A következik, másrészt (ii) tetsz®leges C mondat esetén fennáll, hogy
ha C&A mondatból következik a B mondat, akkor C-b®l következik K; (i)
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a de�nícióban szerepl® ev, (ii) pedig a ĝ nyíl létezésének következménye;
az egyértelm¶ség az L∗I kategóriában automatikusan teljesül, hiszen � mint
emlékszünk � bármely két objektum között legfeljebb egy nyíl halad. A K

mondat tehát pontosan azt tudja, amit az A ⊃ B kondicionálistól elvárunk:
(i) A és A ⇒ B alapján B levezethet® (a levezetés egyetlen lépése a modus
ponens alkalmazása); ha pedig C-b®l és A-ból levezethet® B, akkor C-b®l
levezethet® A ⊃ B is. Az utóbbi a dedukciótétel speciális esete, hiszen a pre-
misszahalmaz egyelem¶ � ez azonban alig csorbítja az általánosságot, elvégre
bármely véges premisszahalmaz helyettesíthet® az elemek konjunkciójával.
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