Irany a godeli szigetek vilaga
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Cantor és a Hazug

Meg lehet szdmozni természetes szamokkal w Osszes
részhalmazat?
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Cantor és a Hazug

Meg lehet szdmozni természetes szamokkal w Osszes
részhalmazat?

Cantor tétele: nem.
Ezt méar be is bizonyitottuk (263. feladat, Halmazok kinyve).
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Cantor és a Hazug

Meg lehet szdmozni természetes szamokkal w Osszes
részhalmazat?

Cantor tétele: nem.
Ezt méar be is bizonyitottuk (263. feladat, Halmazok kinyve).

Szerepelt kordbban a Hazug paradoxona:

(*) A csillaggal jelolt mondat hamis.

Hazug-mondat: az olyan mondat, amely akkor és csak akkor
igaz, ha hamis.
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Cantor és a Hazug

Meg lehet szdmozni természetes szamokkal w Osszes
részhalmazat?

Cantor tétele: nem.
Ezt méar be is bizonyitottuk (263. feladat, Halmazok kinyve).

Szerepelt kordbban a Hazug paradoxona:

(*) A csillaggal jelolt mondat hamis.

Hazug-mondat: az olyan mondat, amely akkor és csak akkor
igaz, ha hamis.

Ha a Halmazok kényvében minden szamhalmaz szerepel, akkor a
baratsagtalan szamok halmazanak is van egy b oldalszama.

A ‘b egy bardtsagos szam’ mondat ilyen feltevés mellett
hazug-mondat lesz.

A paradoxon atalakult indirekt bizonyitassa: azt mutatja meg,
hogy a déltbetts feltevés hamis.
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Minden halmaznal van ,nagyobb”
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Minden halmaznal van ,nagyobb”

Cantor tétele altalanosabban: egyetlen halmaz Osszes eleme és
Osszes részhalmaza kozott sincs kélesonosen egyértelmd
megfeleltetés
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Minden halmaznal van ,nagyobb”

Cantor tétele altalanosabban: egyetlen halmaz Osszes eleme és
Osszes részhalmaza kozott sincs kélesonosen egyértelmd
megfeleltetés

Ez is szerepelt mar, 262. feladat néven. A baratsagtalan lakosok
klubja nem lehet senkirél sem elnevezve. A gondolatmenet
ugyanaz.
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Vissza a feledékenység erdejébe
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Vissza a feledékenység erdejébe

238. Annak bizonyitdsa, hogy Subidu vagy Subidam létezik

Ebbél a bizonyitdsbél nem az deriil ki, hogy Subidu &s Subidam
mindketten 1éteznek, csupdn az, hogy legaldbb egyikiik létezik. Azt
sem fogjuk megtudni a bizonyitdsbél, hogy melyikiik az, aki tényleg
l1étezik.
Egy papiron a kdvetkezd hirom mondat olvashato:

1. SUBIDAM NEM LETEZIK.
2. SUBIDU NEM LETEZIK

3, EZEN A PAPIRON
LEGALABB EGY HAMIS MONDAT VAN.
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Vissza a feledékenység erdejébe

238. Annak bizonyitdsa, hogy Subidu vagy Subidam létezik

Ebbél a bizonyitdsbél nem az deriil ki, hogy Subidu &s Subidam
mindketten 1éteznek, csupdn az, hogy legaldbb egyikiik létezik. Azt
sem fogjuk megtudni a bizonyitdsbél, hogy melyikiik az, aki tényleg
l1étezik.
Egy papiron a kdvetkezd hirom mondat olvashato:

1. SUBIDAM NEM LETEZIK.
2. SUBIDU NEM LETEZIK

3, EZEN A PAPIRON
LEGALABB EGY HAMIS MONDAT VAN.

239. Annak bizonyitdsa, hogy Subidi iétezik:
1. SUBIDI LETEZIK.

2. EZEN A PAPIRON
MINDKET MONDAT HAMIS.
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Vissza a feledékenység erdejébe

238. Annak bizonyitdsa, hogy Subidu vagy Subidam létezik

Ebbél a bizonyitdsbél nem az deriil ki, hogy Subidu &s Subidam
mindketten 1éteznek, csupdn az, hogy legaldbb egyikiik létezik. Azt
sem fogjuk megtudni a bizonyitdsbél, hogy melyikiik az, aki tényleg
l1étezik.
Egy papiron a kdvetkezd hirom mondat olvashato:

1. SUBIDAM NEM LETEZIK.
2. SUBIDU NEM LETEZIK

3, EZEN A PAPIRON
LEGALABB EGY HAMIS MONDAT VAN.

239. Annak bizonyitdsa, hogy Subidi iétezik:
1. SUBIDI LETEZIK.

2. EZEN A PAPIRON
MINDKET MONDAT HAMIS.

240. Ha ez a mondat igaz, akkor a Mikulas létezik.
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Az els6 godeli sziget
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Az els6 godeli sziget

264. A G sziget. Egy bizonyos G sziget lakoi kizdrélag lovagok, akik
mindig igazat mondanak és 16k6t6k, akik mindig hazudnak. A lovagok
egy részét ,,megalapozott lovagoknak” nevezik (ezek azok a lovagok,
akik bizonyos értelemben |, bizonyitjsk ©nmagukat™), és bizonyos
16kotdket ,,megalapozott 16kstSknek” hivnak. A sziget lakéi kiilonbozs
klubokat alakitottak. Egy lakos tobb klubhoz is tartozhat. Ha adott egy
tetsz8leges X lakos és egy tetszéleges C klub, akkor X vagy azt llitja,
hogy 6 tagja a C klubnak, vagy azt, hogy nem tagja C-nek.

Tudjuk, hogy a kovetkezd négy feltétel, Ey, B2, C és G teljestil:

Ei: A megalapozott lovagok halmaza éppen egy klub.

E2: A megalapozott 16kiték halmaza éppen egy klub. )

C: (Komplementer feltétel): Barmelyik adott C klub esetén a sziget
azon lakdinak halmaza, akik nem tagjai C-nek, szintén egy klub. (Ezt
a klubot C komplementerének nevezziik, és C-sal jeloljiik.)

G: (Gédeli feltétel): Barmelyik adott C klub esetén van legaldbb egy
lakéja a szigetnek, aki azt dllitja, hogy 6 tagja C-nek. (Természetesen
lehet, hogy 4llitdsa hamis: lehet, hogy az illetd 16kotd.)
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Az els6 godeli sziget

264. A G sziget. Egy bizonyos G sziget lakoi kizdrélag lovagok, akik
mindig igazat mondanak és 16k6t6k, akik mindig hazudnak. A lovagok
egy részét ,,megalapozott lovagoknak” nevezik (ezek azok a lovagok,
akik bizonyos értelemben |, bizonyitjsk ©nmagukat™), és bizonyos
16kotdket ,,megalapozott 16kstSknek” hivnak. A sziget lakéi kiilonbozs
klubokat alakitottak. Egy lakos tobb klubhoz is tartozhat. Ha adott egy
tetsz8leges X lakos és egy tetszéleges C klub, akkor X vagy azt llitja
hogy 6 tagja a C klubnak, vagy azt, hogy nem tagja C-nek.

Tudjuk, hogy a kovetkezd négy feltétel, Ey, B2, C és G teljestil:

Ei: A megalapozott lovagok halmaza éppen egy klub.

E2: A megalapozott 16kiték halmaza éppen egy klub. )

C: (Komplementer feltétel): Barmelyik adott C klub esetén a sziget
azon lakdinak halmaza, akik nem tagjai C-nek, szintén egy klub. (Ezt
a klubot C komplementerének nevezziik, és C-sal jeloljiik.)

G: (Gédeli feltétel): Barmelyik adott C klub esetén van legaldbb egy
lakéja a szigetnek, aki azt dllitja, hogy 6 tagja C-nek. (Természetesen
lehet, hogy 4llitdsa hamis: lehet, hogy az illetd 16kotd.)

3

1. Godel szerint nem minden lovag megalapozott. Miért?

2. Nem minden 16k6t6 megalapozott. Miért?
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Az els6 godeli sziget

264. A G sziget. Egy bizonyos G sziget lakoi kizdrélag lovagok, akik
mindig igazat mondanak és 16k6t6k, akik mindig hazudnak. A lovagok
egy részét ,,megalapozott lovagoknak” nevezik (ezek azok a lovagok,
akik bizonyos értelemben |, bizonyitjsk ©nmagukat™), és bizonyos
16kotdket ,,megalapozott 10kétdknek” hivnak. A sziget lakéi kiilonbozs
klubokat alakitottak. Egy lakos tobb klubhoz is tartozhat. Ha adott egy
tetsz8leges X lakos és egy tetszéleges C klub, akkor X vagy azt llitja,
hogy 6 tagja a C klubnak, vagy azt, hogy nem tagja C-nek.

Tudjuk, hogy a kovetkezd négy feltétel, Ey, B2, C és G teljestil:

Ei: A megalapozott lovagok halmaza éppen egy klub.

E2: A megalapozott 16kiték halmaza éppen egy klub. )

C: (Komplementer feltétel): Barmelyik adott C klub esetén a sziget
azon lakdinak halmaza, akik nem tagjai C-nek, szintén egy klub. (Ezt
a klubot C komplementerének nevezziik, és C-sal jeloljiik.)

G: (Gédeli feltétel): Barmelyik adott C klub esetén van legaldbb egy
lakéja a szigetnek, aki azt dllitja, hogy 6 tagja C-nek. (Természetesen
lehet, hogy 4llitdsa hamis: lehet, hogy az illetd 16kotd.)

1. Godel szerint nem minden lovag megalapozott. Miért?
2. Nem minden 16k6t6 megalapozott. Miért?

1. Tarski szerint a sziget 16kétSinek halmaza nem klub. Miért?
2. Klub-e a sziget lovagjainak halmaza?
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Godeli szigetek altalaban

Godeli sziget az olyan sziget, lovagokkal, 16kdtskkel és
klubokkal, ahol teljesiil a G feltétel.
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Godeli szigetek altalaban

Godeli sziget az olyan sziget, lovagokkal, 16kdtskkel és
klubokkal, ahol teljesiil a G feltétel.

265. Craig feliigyel§ épp azt szeretné tudni, hogy a sziget, ahol
nyomoz, ilyen-e. A kovetkezs tudjuk a szigetrdl:

Minden klubot egy lakosrdl neveztek el, és mindenkirdl elneveztek
egy klubot. Egy lakos nem sziikségszertien tagja a réla elnevezett
klubnak, ha az, akkor bardtsdgosnak nevezik, ha nem, akkor bardt-
sdagtalannak. Az X lakost az Y lakos bardtjanak mondjdk, ha X iga-
zolja, hogy Y bardtsagos.

Craig még mindig nem tudta, hogy godeli szigeten van-e, amig r4
nem jott, hogy a sziget kielégiti a kovetkezd feltételt, amit H feltétel-
nek fogunk nevezni:

H: Bérmilyen C klubhoz létezik egy olyan D klub, hogy D minden
tagjanak van legalabb egy bardtja C-ben, és mindenkinek, aki nem

tagja D-nek, van legaldbb egy baritja, aki nem tagja C-nek.
Ebbd1 a H feltételbdl Craig ki tudta derfteni, hogy a sziget godeli-e.
Az?
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Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.
Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.
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Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.

Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.

Legyen a C klub H feltétel szerinti ,parja” D, legyen d az, akirdl
D el van nevezve, ¢ pedig d-nek a H feltétel szerinti baréatja. Azt
allitjuk, hogy ¢ azt allitja magarol, hogy tagja a C klubnak.

Két eset van:
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Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.

Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.

Legyen a C klub H feltétel szerinti ,parja” D, legyen d az, akirdl
D el van nevezve, ¢ pedig d-nek a H feltétel szerinti baréatja. Azt
allitjuk, hogy ¢ azt allitja magarol, hogy tagja a C klubnak.

Két eset van:

1. d €D. Ebben az esetben H szerint ¢ €C, és mivel baratja
d-nak, azt allitja, hogy d baratsigos, tehat tagja C-nek.
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Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.

Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.

Legyen a C klub H feltétel szerinti ,parja” D, legyen d az, akirdl
D el van nevezve, ¢ pedig d-nek a H feltétel szerinti baréatja. Azt
allitjuk, hogy ¢ azt allitja magarol, hogy tagja a C klubnak.

Két eset van:

1. d €D. Ebben az esetben H szerint ¢ €C, és mivel baratja
d-nak, azt allitja, hogy d baratsigos, tehat tagja C-nek.

De ez az 1. feltevés szerint valoban igy van, tehat ¢ lovag, igy
azt kell allitania magarodl, hogy tagja C-nek.
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Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.

Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.

Legyen a C klub H feltétel szerinti ,parja” D, legyen d az, akirdl
D el van nevezve, ¢ pedig d-nek a H feltétel szerinti baréatja. Azt
allitjuk, hogy ¢ azt allitja magarol, hogy tagja a C klubnak.

Két eset van:

1. d €D. Ebben az esetben H szerint ¢ €C, és mivel baratja
d-nak, azt allitja, hogy d baratsigos, tehat tagja C-nek.

De ez az 1. feltevés szerint valoban igy van, tehat ¢ lovag, igy
azt kell allitania magarodl, hogy tagja C-nek.

2. d ¢ D. Akkor H szerint ¢ ¢ C, és ¢ azt allitja, hogy d
baratsagos, azaz tagja D-nek.

Maté Andras Mi a cime? 12.06.



Megoldés a 265. feladatra

Igen, teljesiil a G feltétel.

Adott egy C klub. Keresniink kell olyan személyt, aki azt allitja,
hogy 6 tagja C-nek.

Legyen a C klub H feltétel szerinti ,parja” D, legyen d az, akirdl
D el van nevezve, ¢ pedig d-nek a H feltétel szerinti baréatja. Azt
allitjuk, hogy ¢ azt allitja magarol, hogy tagja a C klubnak.

Két eset van:

1. d €D. Ebben az esetben H szerint ¢ €C, és mivel baratja
d-nak, azt allitja, hogy d baratsigos, tehat tagja C-nek.

De ez az 1. feltevés szerint valoban igy van, tehat ¢ lovag, igy
azt kell allitania magarodl, hogy tagja C-nek.

2. d ¢ D. Akkor H szerint ¢ ¢ C, és ¢ azt allitja, hogy d
baratsagos, azaz tagja D-nek.

De ez a 2. feltevés szerint nem igy van, tehat most ¢ 16kdts, és
ezért azt allitja magarol, hogy tagja C-nek.
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A kijelentések konyve és a halmazok konyve
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A kijelentések konyve és a halmazok konyve

Kijelentések konyve: mindegyik oldalon van egy kijelentés
(egyesek igazak, masok hamisak).
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A kijelentések konyve és a halmazok konyve

Kijelentések konyve: mindegyik oldalon van egy kijelentés
(egyesek igazak, masok hamisak).

Egyes igaz kijelentések axiomak. Az axiémakbol bizonyithato
kijelentések mind igazak, és a cafolhaté6 mondatok mind
hamisak.
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A kijelentések konyve és a halmazok konyve

Kijelentések konyve: mindegyik oldalon van egy kijelentés
(egyesek igazak, masok hamisak).

Egyes igaz kijelentések axiomak. Az axiémakbol bizonyithato
kijelentések mind igazak, és a cafolhaté6 mondatok mind
hamisak.

Halmazok kényve: minden oldalon egy pozitiv egész szamokbdl
all6 halmaz leirasa szerepel. A kényvben szerepld halmazok a
felsorolt halmazok.

Maté Andras Mi a cime? 12.06.



A kijelentések konyve és a halmazok konyve

Kijelentések konyve: mindegyik oldalon van egy kijelentés
(egyesek igazak, masok hamisak).

Egyes igaz kijelentések axiomak. Az axiémakbol bizonyithato
kijelentések mind igazak, és a cafolhaté6 mondatok mind
hamisak.

Halmazok kényve: minden oldalon egy pozitiv egész szamokbdl
all6 halmaz leirasa szerepel. A kényvben szerepld halmazok a
felsorolt halmazok.

Az n rendkiviili szam, ha eleme az n-edik oldalon levd

halmaznak.
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A kijelentések konyve és a halmazok konyve

Kijelentések konyve: mindegyik oldalon van egy kijelentés
(egyesek igazak, masok hamisak).

Egyes igaz kijelentések axiomak. Az axiémakbol bizonyithato
kijelentések mind igazak, és a cafolhaté6 mondatok mind
hamisak.

Halmazok kényve: minden oldalon egy pozitiv egész szamokbdl
all6 halmaz leirasa szerepel. A kényvben szerepld halmazok a
felsorolt halmazok.

Az n rendkiviili szam, ha eleme az n-edik oldalon levd
halmaznak.

h asszocialtja n-nek, ha a (Kijelentések konyvében) h-adik
kijelentés azt allitja, hogy n rendkiviili.
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A négy feltétel, njrafogalmazva
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A négy feltétel, njrafogalmazva

E1: A bizonyithaté mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.
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A négy feltétel, njrafogalmazva

E1: A bizonyithaté mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.

Es: A cafolhato mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.
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A négy feltétel, njrafogalmazva

E1: A bizonyithaté mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.

Es: A cafolhato mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.

C: Barmely A felsorolt halmaz komplementere (az az A halmaz,
amelyben pont az A-ban nem szerepl§ szamok vannak) felsorolt
halmaz.
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A négy feltétel, njrafogalmazva

E1: A bizonyithaté mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.

Es: A cafolhato mondatok oldalszamanak halmaza felsorolt
halmaz.

C: Barmely A felsorolt halmaz komplementere (az az A halmaz,
amelyben pont az A-ban nem szerepl§ szamok vannak) felsorolt
halmaz.

H: Tetsz6leges felsorolt A halmazhoz van olyan felsorolt B
halmaz, hogy B minden n elemének van egy h asszocialtja
A-ban, ha pedig n nem eleme B-nek, akkor van neki olyan h
asszocidltja, amelyik nem eleme A-nak.
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H-bol kovetkezik G
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.

Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.
Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.

Ezek szerint h € A akkor és csak akkor all fenn, ha n € B.
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.

Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.

Ezek szerint h € A akkor és csak akkor all fenn, ha n € B.

Mivel h asszocialtja n-nek, a h-adik oldalon levé P kijelentés azt
allitja, hogy n rendkivilli, azaz hogy n eleme az n-edik
halmaznak, azaz B-nek.
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.
Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.

Ezek szerint h € A akkor és csak akkor all fenn, ha n € B.

Mivel h asszocialtja n-nek, a h-adik oldalon levé P kijelentés azt
allitja, hogy n rendkivilli, azaz hogy n eleme az n-edik
halmaznak, azaz B-nek.

Ha ez a P kijelentés igaz, akkor n tényleg eleme B-nek,
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.

Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.

Ezek szerint h € A akkor és csak akkor all fenn, ha n € B.

Mivel h asszocialtja n-nek, a h-adik oldalon levé P kijelentés azt
allitja, hogy n rendkivilli, azaz hogy n eleme az n-edik
halmaznak, azaz B-nek.

Ha ez a P kijelentés igaz, akkor n tényleg eleme B-nek, és P
oldalszama, azaz h eleme A-nak.

Ha P nem igaz, ez azt jelenti, hogy n nem eleme B-nek, és igy
P oldalszama, h nem eleme A-nak.
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H-bol kovetkezik G

A H feltétel teljesiilésébdl kivetkezik, hogy a kévetkezs G
feltétel is teljesiil:

G: Tetszoleges A felsorolt halmazhoz létezik egy P kijelentés,
amely akkor és csak akkor igaz, ha P oldalszama eleme A-nak.

Vegyiik az A-hoz H szerint tartozé B halmazt. Legyen B
oldalszama n, n egy H szerint 1étez8 asszocialtja h.

Ezek szerint h € A akkor és csak akkor all fenn, ha n € B.

Mivel h asszocialtja n-nek, a h-adik oldalon levé P kijelentés azt
allitja, hogy n rendkivilli, azaz hogy n eleme az n-edik
halmaznak, azaz B-nek.

Ha ez a P kijelentés igaz, akkor n tényleg eleme B-nek, és P
oldalszama, azaz h eleme A-nak.

Ha P nem igaz, ez azt jelenti, hogy n nem eleme B-nek, és igy
P oldalszama, h nem eleme A-nak.

Tehat P akkor és csak akkor igaz, ha az oldalszama, h eleme
A-nak.
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A Godel-Tarski tétel
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A Godel-Tarski tétel

Most mér be tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

Ha az Eq, Eq9, C, H feltételek teljesiilnek (tehat akkor a G is),
akkor van olyan igaz mondat, amely nem bizonyithaté és van
olyan hamis mondat, amely nem céfolhaté.
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A Godel-Tarski tétel

Most mér be tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

Ha az Eq, Eq9, C, H feltételek teljesiilnek (tehat akkor a G is),
akkor van olyan igaz mondat, amely nem bizonyithaté és van
olyan hamis mondat, amely nem céfolhaté.

Legyen a bizonyithaté kijelentések oldalszamanak halmaza T
Ez E; szerint felsorolt halmaz.
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A Godel-Tarski tétel

Most mér be tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

Ha az Eq, Eq9, C, H feltételek teljesiilnek (tehat akkor a G is),
akkor van olyan igaz mondat, amely nem bizonyithaté és van
olyan hamis mondat, amely nem céfolhaté.

Legyen a bizonyithaté kijelentések oldalszamanak halmaza T
Ez E; szerint felsorolt halmaz.

De akkor T is felsorolt halmaz. Azt tudjuk, hogy a G feltétel is
teljesiil, tehat van egy G kijelentés, amely akkor és csak akkor
igaz, ha az oldalszama T-ban van.
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A Godel-Tarski tétel

Most mér be tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

Ha az Eq, Eq9, C, H feltételek teljesiilnek (tehat akkor a G is),
akkor van olyan igaz mondat, amely nem bizonyithaté és van
olyan hamis mondat, amely nem céfolhaté.

Legyen a bizonyithaté kijelentések oldalszamanak halmaza T
Ez E; szerint felsorolt halmaz.

De akkor T is felsorolt halmaz. Azt tudjuk, hogy a G feltétel is
teljesiil, tehat van egy G kijelentés, amely akkor és csak akkor
igaz, ha az oldalszdama T-ban van.

Két eset van:

1. G igaz. Akkor az 6 oldalszdma nem 7-ben van (hanem a
komplementuméban), tehat nem bizonyithato.
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A Godel-Tarski tétel

Most mér be tudjuk bizonyitani a kovetkezd tételt:

Ha az Eq, Eq9, C, H feltételek teljesiilnek (tehat akkor a G is),
akkor van olyan igaz mondat, amely nem bizonyithaté és van
olyan hamis mondat, amely nem céfolhaté.

Legyen a bizonyithaté kijelentések oldalszamanak halmaza T
Ez E; szerint felsorolt halmaz.

De akkor T is felsorolt halmaz. Azt tudjuk, hogy a G feltétel is
teljesiil, tehat van egy QT kijelentés, amely akkor és csak akkor
igaz, ha az oldalszama T-ban van.

Két eset van:
1. G igaz. Akkor az 6 oldalszdma nem 7-ben van (hanem a
komplementuméban), tehat nem bizonyithato.

2. G hamis. Akkor az 6 oldalszama nem T-ben van, igy csak
T-ben lehet, azaz G+ bizonyithato,

De ez lehetetlen, mert hamis kijelentések nem lehetnek
bizonyithatoéak.
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A tétel masik fele
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A tétel masik fele

Legyen a cafolhaté kijelentések oldalszamanak halmaza F'. Eo
szerint ez is felsorolt halmaz.
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A tétel masik fele

Legyen a cafolhaté kijelentések oldalszamanak halmaza F'. Eo
szerint ez is felsorolt halmaz.

G szerint van egy G kijelentés, amely akkor és csak akkor igaz,
ha az oldalszama eleme F-nek — azaz ha cafolhaté.
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A tétel masik fele

Legyen a cafolhaté kijelentések oldalszamanak halmaza F'. Eo
szerint ez is felsorolt halmaz.

G szerint van egy G kijelentés, amely akkor és csak akkor igaz,
ha az oldalszama eleme F-nek — azaz ha cafolhaté.

Ez csak ugy lehetséges, ha G hamis és nem cafolhato.

Maté Andras Mi a cime? 12.06.



Mi is az a teljesség és miért fontos?
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Mi is az a teljesség és miért fontos?

Egy elmélet altalaban arra j6, hogy egy adott teriilettel
kapcsolatban kérdéseket tudjunk megvélaszolni az alapjan.
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Mi is az a teljesség és miért fontos?

Egy elmélet altalaban arra j6, hogy egy adott teriilettel
kapcsolatban kérdéseket tudjunk megvélaszolni az alapjan.
Ha valamilyen kérdésre az elméleten beliil nincs valasz, akkor
més médon keressiik a valaszt: megfigyeléseket tesziink,
kisérleteket végziink. Az eredménnyel aztan kibgvithetjiik az
elméletet.
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Mi is az a teljesség és miért fontos?

Egy elmélet altalaban arra j6, hogy egy adott teriilettel
kapcsolatban kérdéseket tudjunk megvélaszolni az alapjan.

Ha valamilyen kérdésre az elméleten beliil nincs valasz, akkor
més médon keressiik a valaszt: megfigyeléseket tesziink,
kisérleteket végziink. Az eredménnyel aztan kibgvithetjiik az
elméletet.

Mindentudénak azt az elméletet tekinthetjiik, amely minden, az
elmélet nyelvén feltehetd eldontends kérdésre tudja a valaszt.
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Mi is az a teljesség és miért fontos?

Egy elmélet altalaban arra j6, hogy egy adott teriilettel
kapcsolatban kérdéseket tudjunk megvélaszolni az alapjan.

Ha valamilyen kérdésre az elméleten beliil nincs valasz, akkor
més médon keressiik a valaszt: megfigyeléseket tesziink,
kisérleteket végziink. Az eredménnyel aztan kibgvithetjiik az
elméletet.

Mindentudénak azt az elméletet tekinthetjiik, amely minden, az
elmélet nyelvén feltehetd eldontends kérdésre tudja a valaszt.
Formélisan: ha A az elmélet nyelvének egy mondata, akkor vagy
A, vagy —A tétele az elméletnek. Az ilyen elméleteket nevezziik
negacioteljesnek.
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Mi is az a teljesség és miért fontos?

Egy elmélet altalaban arra j6, hogy egy adott teriilettel
kapcsolatban kérdéseket tudjunk megvélaszolni az alapjan.

Ha valamilyen kérdésre az elméleten beliil nincs valasz, akkor
més médon keressiik a valaszt: megfigyeléseket tesziink,
kisérleteket végziink. Az eredménnyel aztan kibgvithetjiik az
elméletet.

Mindentudénak azt az elméletet tekinthetjiik, amely minden, az
elmélet nyelvén feltehetd eldontends kérdésre tudja a valaszt.

Formélisan: ha A az elmélet nyelvének egy mondata, akkor vagy
A, vagy —A tétele az elméletnek. Az ilyen elméleteket nevezziik
negacioteljesnek.

Azt lehetne gondolni, hogy egy elmélet akkor nem negacioteljes,
ha tal gyenge. Ha kiegészitjiik tovabbi ismeretekkel, akkor majd
teljes lesz.
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Mit fedezett fel Kurt Godel?
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Mit fedezett fel Kurt Godel?

Azt lehet gondolni, hogy a természetes szamoknak lehetséges
mindentudé elmélete. Volt is erre egy jelolt: Peano axiomatikus
elmélete. Valéban bizonyithat6 benne minden Godelt
megel6zen ismert aritmetikai igazsag.
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Mit fedezett fel Kurt Godel?

Azt lehet gondolni, hogy a természetes szamoknak lehetséges
mindentudé elmélete. Volt is erre egy jelolt: Peano axiomatikus
elmélete. Valéban bizonyithat6 benne minden Godelt
megel6zen ismert aritmetikai igazsag.

Godel azt mutatta meg, hogy a Peano-aritmetika nem azért nem
negaciodteljes, mert tdl gyenge, hanem azért, mert tal erds.
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Mit fedezett fel Kurt Godel?

Azt lehet gondolni, hogy a természetes szamoknak lehetséges
mindentudé elmélete. Volt is erre egy jelolt: Peano axiomatikus
elmélete. Valéban bizonyithat6 benne minden Godelt
megel6zen ismert aritmetikai igazsag.

Godel azt mutatta meg, hogy a Peano-aritmetika nem azért nem
negaciodteljes, mert tdl gyenge, hanem azért, mert tal erds.

Ez annyit jelent, hogy kifejezhet6k benne maganak az
elméletnek a mondataira vonatkozé tulajdonsagok: példaul az a
hogy egy mondat axiéma, bizonyithato, stb.
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Mit fedezett fel Kurt Godel?

Azt lehet gondolni, hogy a természetes szamoknak lehetséges
mindentudé elmélete. Volt is erre egy jelolt: Peano axiomatikus
elmélete. Valéban bizonyithat6 benne minden Godelt
megel6zen ismert aritmetikai igazsag.

Godel azt mutatta meg, hogy a Peano-aritmetika nem azért nem
negaciodteljes, mert tdl gyenge, hanem azért, mert tal erds.

Ez annyit jelent, hogy kifejezhet6k benne maganak az
elméletnek a mondataira vonatkozé tulajdonsagok: példaul az a
hogy egy mondat axiéma, bizonyithato, stb.

A bizonyitas eszkoze a Godel-szamozas: szamkodokat rendeliink
az elmélet nyelvének betiihez, aztdn az elméletben kifejezhets
tulajdonsagokhoz, aztdn a mondatokhoz, aztéan a
bizonyitasokhoz. Ezt meg lehet gy csinalni, hogy teljesiiljon,
hogy pl. mondatoknak egy sorozata akkor és csak akkor
bizonyitas, ha a kdédszama ilyen és ilyen.
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Godel felfedezése (folytatas)
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Godel felfedezése (folytatas)

Azt a (mondatokra vonatkozo) tulajdonsagot, hogy ,nincs
bizonyitasa”, szintén ki lehet fejezni a kddszamok nyelvén.
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Godel felfedezése (folytatas)

Azt a (mondatokra vonatkozo) tulajdonsagot, hogy ,nincs
bizonyitasa”, szintén ki lehet fejezni a kddszamok nyelvén.

Némi iigyeskedéssel lehet olyan GG mondatot is talalni, amely azt
mondja, hogy ,,A g kddszamd mondatnak nincs bizonyitasa”, de
a g kodszama mondat éppen maga G, a Godel-mondat. (Ez volt
a mi bizonyitasunkban a G mondat.)
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Godel felfedezése (folytatas)

Azt a (mondatokra vonatkozo) tulajdonsagot, hogy ,nincs
bizonyitasa”, szintén ki lehet fejezni a kddszamok nyelvén.

Némi iigyeskedéssel lehet olyan GG mondatot is talalni, amely azt
mondja, hogy ,,A g kddszamd mondatnak nincs bizonyitasa”, de
a g kodszama mondat éppen maga G, a Godel-mondat. (Ez volt
a mi bizonyitasunkban a G mondat.)

Persze tudjuk (mashonnan, metanyelvi érvelésbél); hogy a
Godel-mondat igaz. Miért nem csapjuk hozza egyszertien a
Peano-axiémakhoz, hatha akkor méar teljes elméletet kapunk?
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Godel felfedezése (folytatas)

Azt a (mondatokra vonatkozo) tulajdonsagot, hogy ,nincs
bizonyitasa”, szintén ki lehet fejezni a kddszamok nyelvén.

Némi iigyeskedéssel lehet olyan GG mondatot is talalni, amely azt
mondja, hogy ,,A g kddszamd mondatnak nincs bizonyitasa”, de
a g kodszama mondat éppen maga G, a Godel-mondat. (Ez volt
a mi bizonyitasunkban a G mondat.)

Persze tudjuk (mashonnan, metanyelvi érvelésbél); hogy a
Godel-mondat igaz. Miért nem csapjuk hozza egyszertien a
Peano-axiémakhoz, hatha akkor méar teljes elméletet kapunk?

Ez azért nem megoldés, mert az eljaras, amellyel a
Godel-mondatot elGallitottuk, minden elméletre alkalmazhato,
csak legyenek benne szdmok. A G mondattal kibdvitett
Peano-aritmetika mar egy masik elmélet, és annak ugyanezzel a
modszerrel megtalalhaté egy Godel-mondata. Es igy tovabb, a
végtelenségig.
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