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A természetes szamok és Godel tétele

A természetes szamok aritmetikaja: az alapmiiveletek elmélete.
Axiomatizalas: Giuseppe Peano, 1890. (Peano-aritmetika, PA)

Nem negacitteljes és nem is bévithetd 0j axiomak felvételével
azzd (

). (Godel els6 nem-teljességi tétele, 1931.)
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A természetes szamok és Godel tétele

A természetes szamok aritmetikaja: az alapmiiveletek elmélete.
Axiomatizalas: Giuseppe Peano, 1890. (Peano-aritmetika, PA)

Nem negacitteljes és nem is bévithetd 0j axiomak felvételével
azzd (hacsak megmarad az, hogy az elmélet barmely mondatérol
automatikusan eldénthetd, hogy axiéma-e, és az elmélet
konzisztens). (Godel els§ nem-teljességi tétele, 1931.)
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A természetes szamok és Godel tétele

A természetes szamok aritmetikaja: az alapmiiveletek elmélete.
Axiomatizalas: Giuseppe Peano, 1890. (Peano-aritmetika, PA)

Nem negacitteljes és nem is bévithetd 0j axiomak felvételével
azzd (hacsak megmarad az, hogy az elmélet barmely mondatérol
automatikusan eldénthetd, hogy axiéma-e, és az elmélet
konzisztens). (Godel els§ nem-teljességi tétele, 1931.)
Milt 6réan bizonyitottuk a kévetkezst: Ha adott
o egy axiomatikus aritmetikai elmélet, amely megmondja,
hogy mely kijelentések bizonyithatoak,
e az aritmetika nyelvén megfogalmazhatd 6sszes kijelentésnek
egy felsorolasa,

o az aritmetika nyelvén definidlhaté Gsszes halmaznak egy
felsorolasa, amely kielégiti az K1, Eo, C, H feltételeket,
akkor lesz egy olyan kijelentés, amely akkor és csak akkor igaz,

ha nem bizonyithaté.
Ha az elméletiink csak igaz kijelentéseket bizonyit, akkor ez a
kijelentés igaz és nem bizonyithaté.
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Kalmar bizonyitasa
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Kalmar bizonyitasa

A kovetkezd gondolatmenet masképp mutatja meg lényegében
ugyanezt: megadunk olyan aritmetikai kijelentést, amely vagy
igaz és nem bizonyithatd, vagy hamis és bizonyithato.
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Kalmar bizonyitasa

A kovetkezd gondolatmenet masképp mutatja meg lényegében
ugyanezt: megadunk olyan aritmetikai kijelentést, amely vagy
igaz és nem bizonyithatd, vagy hamis és bizonyithato.

Tehat ez a mondat akkor és csak akkor igaz, ha nem
bizonyithaté.
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Kalmar bizonyitasa

A kovetkezd gondolatmenet masképp mutatja meg lényegében
ugyanezt: megadunk olyan aritmetikai kijelentést, amely vagy
igaz és nem bizonyithatd, vagy hamis és bizonyithato.

Tehat ez a mondat akkor és csak akkor igaz, ha nem
bizonyithat6d. Azaz azt jelenti, hogy 6 maga nem bizonyithato.
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Kalmar bizonyitasa

A kovetkezd gondolatmenet masképp mutatja meg lényegében
ugyanezt: megadunk olyan aritmetikai kijelentést, amely vagy
igaz és nem bizonyithatd, vagy hamis és bizonyithato.

Tehat ez a mondat akkor és csak akkor igaz, ha nem
bizonyithat6d. Azaz azt jelenti, hogy 6 maga nem bizonyithato.

A bizonyitas 6tlete Kalmar Laszlotol (1905-1976) szarmazik.
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Mi az igazsag?
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Mi az igazsag?

Ha Peano axiémai igazak (és a logikank jo, azaz nem enged
igazbol hamisra kiovetkeztetni), akkor az el6z6 didn emlegetett
kijelentés igaz és nem bizonyithat6, a negéicidja meg azért nem
bizonyithat6, mert hamis.
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Mi az igazsag?

Ha Peano axiémai igazak (és a logikank jo, azaz nem enged
igazbol hamisra kiovetkeztetni), akkor az el6z6 didn emlegetett
kijelentés igaz és nem bizonyithat6, a negéicidja meg azért nem
bizonyithat6, mert hamis.

Mindehhez nem kell 4ltalanossagban megadnunk, mikor igaz egy
kijelentés, elég csak bizonyos (egyszertibb fajta) aritmetikai
kijelentésekrél megmondani, melyik igaz, melyik hamis.
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Mi az igazsag?

Ha Peano axiémai igazak (és a logikank jo, azaz nem enged
igazbol hamisra kiovetkeztetni), akkor az el6z6 didn emlegetett
kijelentés igaz és nem bizonyithat6, a negéicidja meg azért nem
bizonyithat6, mert hamis.

Mindehhez nem kell 4ltalanossagban megadnunk, mikor igaz egy
kijelentés, elég csak bizonyos (egyszertibb fajta) aritmetikai
kijelentésekrél megmondani, melyik igaz, melyik hamis.

Egy aritmetikai egyenl@ség (amiben szamnevek meg a négy
alapmitivelet szerepel) igaz, ha papiron ceruzéaval szamolva kijon.
Ha nem igy van, akkor a megfelels egyenlétlenség (#) igaz.
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Mi az igazsag?

Ha Peano axiémai igazak (és a logikank jo, azaz nem enged
igazbol hamisra kiovetkeztetni), akkor az el6z6 didn emlegetett
kijelentés igaz és nem bizonyithat6, a negéicidja meg azért nem
bizonyithat6, mert hamis.

Mindehhez nem kell 4ltalanossagban megadnunk, mikor igaz egy
kijelentés, elég csak bizonyos (egyszertibb fajta) aritmetikai
kijelentésekrél megmondani, melyik igaz, melyik hamis.

Egy aritmetikai egyenl@ség (amiben szamnevek meg a négy
alapmitivelet szerepel) igaz, ha papiron ceruzéaval szamolva kijon.
Ha nem igy van, akkor a megfelels egyenlétlenség (#) igaz.

Eddig minden, amit csinaltunk, beliil volt a véges, effektive
eldénthets kérdések korén.
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Egy kicsit kilépiink a végesbdl
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Egy kicsit kilépiink a végesbdl

Egy egyismeretlenes aritmetikai egyenlet, illetve egyenl6tlenség
igaz egy n szdmra, ha n nevét helyettesitve az ismeretlen
helyére igaz egyenlséget (egyenlStlenséget) kapunk.
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igaz egy n szdmra, ha n nevét helyettesitve az ismeretlen
helyére igaz egyenlséget (egyenlStlenséget) kapunk.

Egy f(x) = k egyismeretlenes egyenlet, illetve f(x) # k
egyenlGtlenség igaz az x minden értékére, ha = helyébe barmely
természetes szdmot helyettesitve igaz egyenléséget
(egyenl6tlenséget) kapunk.
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Egy kicsit kilépiink a végesbdl

Egy egyismeretlenes aritmetikai egyenlet, illetve egyenl6tlenség
igaz egy n szdmra, ha n nevét helyettesitve az ismeretlen
helyére igaz egyenlséget (egyenlStlenséget) kapunk.

Egy f(x) = k egyismeretlenes egyenlet, illetve f(x) # k
egyenlGtlenség igaz az x minden értékére, ha = helyébe barmely
természetes szdmot helyettesitve igaz egyenléséget
(egyenl6tlenséget) kapunk.

Az ilyen kijelentéseket igy roviditjik: Va(f(z) = k), ill.
Va(f(z) # k).
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Egy kicsit kilépiink a végesbdl

Egy egyismeretlenes aritmetikai egyenlet, illetve egyenl6tlenség
igaz egy n szdmra, ha n nevét helyettesitve az ismeretlen
helyére igaz egyenlséget (egyenlStlenséget) kapunk.

Egy f(x) = k egyismeretlenes egyenlet, illetve f(x) # k
egyenlGtlenség igaz az x minden értékére, ha = helyébe barmely
természetes szdmot helyettesitve igaz egyenléséget
(egyenl6tlenséget) kapunk.

Az ilyen kijelentéseket igy roviditjik: Va(f(z) = k), ill.

Va(f () # k).

Egy ilyen kijelentés igazsagat dltalaban nem tudjuk véges
szdmitassal eldonteni. Ha hamis, az kideriil véges sok 1épésben,
de ha igaz, az nem. Ett6l még elfogadhatjuk, hogy az ilyen
kijelentések értelmesek, és van egyértelmt definicionk arra, hogy

mikor igazak.
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Az egyenlétlenségek téablazata: igy csinaljuk
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Az egyenlétlenségek téablazata: igy csinaljuk

Az aritmetika nyelve, amelyben dolgozunk:

o Tartalmazza a szdmneveket, a négy alapmiivelet jelét és a
rakovetkezés jelét. Az n szam rakovetkezdGje: n'.

e Van jele az egyenldségnek (=) és az egyenl6tlenségnek (#).

e Van egy valtozonk (z) és hasznalhatjuk az altalanossag
jelét (V).
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Az egyenlétlenségek téablazata: igy csinaljuk

Az aritmetika nyelve, amelyben dolgozunk:
o Tartalmazza a szdmneveket, a négy alapmiivelet jelét és a
rakovetkezés jelét. Az n szam rakovetkezdGje: n'.
e Van jele az egyenldségnek (=) és az egyenl6tlenségnek (#).
e Van egy valtozonk (z) és hasznalhatjuk az altalanossag
jelét (V).
Rendezziik el az aritmetika nyelvének Gsszes, legfeljebb
egyvaltozos numerikus kifejezését
(xx0, 0'+3, 3+ (z*2), 2x+ 15, stb.) egy (végtelen) sorozatba.
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Az aritmetika nyelve, amelyben dolgozunk:
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e Van egy valtozonk (z) és hasznalhatjuk az altalanossag
jelét (V).
Rendezziik el az aritmetika nyelvének Gsszes, legfeljebb
egyvaltozos numerikus kifejezését
(xx0, 0'+3, 3+ (z*2), 2x+ 15, stb.) egy (végtelen) sorozatba.
Ezt meg lehet tenni tgy, ahogy a Hilbert-szilloban el lehetett
helyezni végtelen sok, egyenként is végtelen sok utast hozé
turistabusz utasait.
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Ezt meg lehet tenni tgy, ahogy a Hilbert-szilloban el lehetett
helyezni végtelen sok, egyenként is végtelen sok utast hozé
turistabusz utasait.

Legyen k,(z) ennek a sorozatnak az n-edik eleme.
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Az egyenlétlenségek téablazata: igy csinaljuk

Az aritmetika nyelve, amelyben dolgozunk:
o Tartalmazza a szdmneveket, a négy alapmiivelet jelét és a
rakovetkezés jelét. Az n szam rakovetkezsje: n'.
e Van jele az egyenldségnek (=) és az egyenl6tlenségnek (#).
e Van egy valtozonk (z) és hasznalhatjuk az altalanossag
jelét (V).
Rendezziik el az aritmetika nyelvének Gsszes, legfeljebb
egyvaltozos numerikus kifejezését
(xx0, 0'+3, 3+ (z*2), 2x+ 15, stb.) egy (végtelen) sorozatba.
Ezt meg lehet tenni tgy, ahogy a Hilbert-szilloban el lehetett
helyezni végtelen sok, egyenként is végtelen sok utast hozé
turistabusz utasait.
Legyen k,(z) ennek a sorozatnak az n-edik eleme.
Rendezziik tabldzatba azokat a kijelentéseket, hogy k; soha nem
veszi fel a j értéket, az Osszes i, j természetes szamra (a
kovetkezd dian).
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki

Va(ko(xz) # 0) Va(ko(x) # 1) Va(ko(x) # 2) Va(ko(z) # j)
Va(ky () £0) | Valhy(2) Z1) | Valky () £2)
Va(ka(xz) #1) Va(ko(x) # 2)

Va (ks (@) £ 0)

Valki(z) Z0

Va(k;(x) # i)

Va(ki(z) #j

Va(k;(z) #J
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki

Va(ko(xz) # 0) Va(ko(x) # 1) Va(ko(x) # 2) Va(ko(z) # j)
Va(ky () £0) | Valhy(2) Z1) | Valky () £2)
Va(ka(xz) #1) Va(ko(x) # 2)

Va (ks (@) £ 0)

Valki(z) Z0

Va(k;(x) # i)

Va(ki(z) #j

Va(k;(z) #J

A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki

Va(ko(xz) # 0) Va(ko(x) # 1) Va(ko(x) # 2) Va(ko(z) # j)
Va(ky () £0) | Valhy(2) Z1) | Valky () £2)
Va(ka(xz) #1) Va(ko(x) # 2)

Va (ks (@) £ 0)

Valki(z) Z0

Va(k;(x) # i)

Va(ki(z) #j

Va(k;(z) #J

A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.

Mindegyik azt mondja egy kifejezésrél, hogy nem veszi fel
értékként a sajat sorszamat.
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki

Va(ko(xz) # 0)

Va(ko(2) Z 1)

Va(ko(2) £ 2)

Va(ko(z) # 5)

Va (ki (z) £ 0)

Va(ki(xz) #1)

Va(ky(z) £ 2)

Va(kz (@) £ 1)

Va(ko(x) # 2)

Va (ks (@) £ 0)

Valki(z) Z0

Va(k;(x) # i)

Va(ki(z) #j

Va(k;(z) #J

A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.

Mindegyik azt mondja egy kifejezésrél, hogy nem veszi fel
értékként a sajat sorszamat.

Egyes atlos kijelentések igazak, masok hamisak.
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A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.

Mindegyik azt mondja egy kifejezésrél, hogy nem veszi fel
értékként a sajat sorszamat.

Egyes atlos kijelentések igazak, masok hamisak.

Egyes atlos kijelentések alighanem bizonyithatoak. Ezek
remélhetGen igazak is.
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki
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Va(ki(z) #j
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A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.

Mindegyik azt mondja egy kifejezésrél, hogy nem veszi fel
értékként a sajat sorszamat.

Egyes atlos kijelentések igazak, masok hamisak.

Egyes atlos kijelentések alighanem bizonyithatoak. Ezek
remélhetGen igazak is.

Vannak-e olyanok, amelyek igazak, de nem bizonyithatoak?
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egyenl6tenségek tablazata: igy néz ki

Va(ko(xz) # 0)

Va(ko(2) Z 1)

Va(ko(2) £ 2)

Va(ko(z) # 5)

Va (ki (z) £ 0)

Va (k1 (2) Z1)

Va(ky(z) £ 2)

Va(kz (@) £ 1)

Va(ko(x) # 2)

Va (ks (@) £ 0)

Valki(z) Z0

Va(k;(x) # i)

Va(ki(z) #j

Va(k;(z) #J

A pirossal jeloltek az atlos kijelentések.

Mindegyik azt mondja egy kifejezésrél, hogy nem veszi fel
értékként a sajat sorszamat.

Egyes atlos kijelentések igazak, masok hamisak.

Egyes atlos kijelentések alighanem bizonyithatoak. Ezek
remélhetGen igazak is.

Vannak-e olyanok, amelyek igazak, de nem bizonyithatoak?

Azt fogjuk megmutatni, hogy ha jo az elméletiink (tehat nem
bizonyithatok benne hamis allitasok), akkor igen.
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Atlés bizonyitasok
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Atlés bizonyitasok

A Peano-aritmetikdban (vagy barmilyen axiomatikus aritmetikai
elméletben) végrehajthaté bizonyitasok koziil gytjtsiik dssze és
rendezziik sorozatba azokat, amelyek atlés kijelentéseket
bizonyitanak:

By, By, ...B,, ...
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Atlés bizonyitasok

A Peano-aritmetikdban (vagy barmilyen axiomatikus aritmetikai
elméletben) végrehajthaté bizonyitasok koziil gytjtsiik dssze és
rendezziik sorozatba azokat, amelyek atlés kijelentéseket

bizonyitanak:

By, By, ...B,, ...

Definialjunk egy f fiiggvényt a kovetkezSképpen:

f(n) legyen annak az atlos kijelentésnek a sorszama, amelyet B,
bizonyit.
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Atlés bizonyitasok

A Peano-aritmetikdban (vagy barmilyen axiomatikus aritmetikai
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Definialjunk egy f fiiggvényt a kovetkezSképpen:
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bizonyit.

Azaz By, bizonyitésa a Va (kg (x) # f(n)) atlés kijelentésnek.
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Atlés bizonyitasok

A Peano-aritmetikdban (vagy barmilyen axiomatikus aritmetikai
elméletben) végrehajthaté bizonyitasok koziil gytjtsiik dssze és
rendezziik sorozatba azokat, amelyek atlés kijelentéseket
bizonyitanak:

By, By, ...By, ...

Definialjunk egy f fiiggvényt a kovetkezSképpen:

f(n) legyen annak az atlos kijelentésnek a sorszama, amelyet B,
bizonyit.

Azaz By, bizonyitésa a Va (kg (x) # f(n)) atlés kijelentésnek.
Nem bizonyitjuk: f(z) is kifejezhets egyvaltozos aritmetikai
kifejezéssel.
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Atlés bizonyitasok

A Peano-aritmetikdban (vagy barmilyen axiomatikus aritmetikai
elméletben) végrehajthaté bizonyitasok koziil gytjtsiik dssze és
rendezziik sorozatba azokat, amelyek atlés kijelentéseket
bizonyitanak:

By, By, ...By, ...

Definialjunk egy f fiiggvényt a kovetkezSképpen:

f(n) legyen annak az atlos kijelentésnek a sorszama, amelyet B,
bizonyit.

Azaz By, bizonyitésa a Va (kg (x) # f(n)) atlés kijelentésnek.
Nem bizonyitjuk: f(z) is kifejezhets egyvaltozos aritmetikai
kifejezéssel.

Tehat a k,(z) kifejezések kozott van (legalabb) egy, amelyik
barmely természetes szamra ugyanazt az értéket adja, mint f.
Legyen egy ilyen kifejezés sorszama g.
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Definialjunk egy f fiiggvényt a kovetkezSképpen:

f(n) legyen annak az atlos kijelentésnek a sorszama, amelyet B,
bizonyit.

Azaz By, bizonyitésa a Va (kg (x) # f(n)) atlés kijelentésnek.
Nem bizonyitjuk: f(z) is kifejezhets egyvaltozos aritmetikai
kifejezéssel.

Tehat a k,(z) kifejezések kozott van (legalabb) egy, amelyik
barmely természetes szamra ugyanazt az értéket adja, mint f.
Legyen egy ilyen kifejezés sorszama g.

Azaz kg(x) = f(x), barmely z-re.
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Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy G bizonyithat6. Akkor legalabb egy
bizonyitasa szerepel a By, Ba,..., By, ... sorozatban.

Legyen G egy bizonyitasa B,. Akkor f értelmezése szerint
f(r) =g, tehat ky(r) = g. De akkor G hamis!

Tegyiik most fel, hogy G hamis. Akkor van olyan m, hogy
kq(m) = g, tehat f(m) = g. Ezek szerint By, bebizonyitja a
g-edik atl6s formulat, azaz G-t. Tehat G bizonyithato.

Maté Andras Mi a cime? 12.13.



A Godel-mondat

Tekintsiik a g-edik atlos formulét:
(Q) Va(ky () # 9)

Allitas: a G mondat akkor és csak akkor bizonyithat6, ha hamis.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy G bizonyithat6. Akkor legalabb egy
bizonyitasa szerepel a By, Ba,..., By, ... sorozatban.

Legyen G egy bizonyitasa B,. Akkor f értelmezése szerint
f(r) =g, tehat ky(r) = g. De akkor G hamis!

Tegyiik most fel, hogy G hamis. Akkor van olyan m, hogy
kq(m) = g, tehat f(m) = g. Ezek szerint By, bebizonyitja a
g-edik atl6s formulat, azaz G-t. Tehat G bizonyithato.

Ezzel az &llitast bebizonyitottuk. Ha az aritmetikdnkban nem
lehet hamis mondatokat bizonyitani, akkor az a lehet&ség, hogy
G hamis és bizonyithatoé, kiesik, tehat akkor G igaz és nem
bizonyithaté.
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tehé&t van egy hamis mondat, ami bizonyithato.

Maté Andras Mi a cime? 12.13.



Ugyanaz masképp

Fogalmazzuk at G-t: nincs olyan x, hogy f(x) = g.

Azaz nincs olyan z szam, hogy B, a g-edik atlos formula
bizonyitasa lenne.

Tehat G mondat azt mondja, hogy a g-edik atlos formulanak
nincs bizonyitésa.

Azaz azt mondja sajit magarol, hogy nem bizonyithato.
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Maté Andras Mi a cime? 12.13.



Ugyanaz masképp

Fogalmazzuk at G-t: nincs olyan x, hogy f(x) = g.

Azaz nincs olyan z szam, hogy B, a g-edik atlos formula
bizonyitasa lenne.

Tehat G mondat azt mondja, hogy a g-edik atlos formulanak
nincs bizonyitésa.
Azaz azt mondja sajit magarol, hogy nem bizonyithato.

Ez vagy igaz, vagy nem. Ha nem igaz, akkor G bizonyithato,
tehé&t van egy hamis mondat, ami bizonyithato.

Ha pedig igaz, akkor az pont azt jelenti, hogy nem bizonyithato.

Ha kibévitjiik tjabb axiomakkal a Peano-aritmetikat, (mondjuk
G-t felvessziik az axiomak kozé), ett6l megvaltozik a By, sorozat.
Ha tjabb nem-logikai konstansokat (fiiggvényjeleket) vesziink be
a nyelvbe, valtozhat a k; sorozat. De ugyanigy eljarva, a
megvaltoztatott rendszerhez is tudunk talalni egy
Godel-mondatot.
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