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Richard Dedekind

Richard Dedekind (1831-1916)

A matematikai strukturalizmus nagyapja

Strukturalizmus:
@ Bourbaki-kor az 1930-as évektdl
@ Paul Benacerraf: ,,Amik a szamok nem lehetnek” (1965)

© William Lawvere kategdérialméleti munkassaga (a hatvanas
évektdl)
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Dedekind-szelet

1872: Kontinuitdt und irrationale Zahlen (A folytonossag és az
irracionalis szamok)

Dedekind-szelet: Osszuk a raciondlis szamokat két osztalyba ugy,
hogy az els6 (alsd)osztaly minden eleme kisebb legyen, mint a
masodik (fels6) osztaly barmely eleme. Az ilyen osztalyozast
mondjuk szeletnek.
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hogy az els6 (alsd)osztaly minden eleme kisebb legyen, mint a
masodik (fels6) osztaly barmely eleme. Az ilyen osztalyozast
mondjuk szeletnek.
Haromféle szelet 1étezik:

@ A felsé osztalynak van legkisebb eleme.

© Az alsé osztalynak van legnagyobb eleme.

@ Sem 1., sem 2.
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Dedekind-szelet

1872: Kontinuitdt und irrationale Zahlen (A folytonossag és az
irracionalis szamok)

Dedekind-szelet: Osszuk a raciondlis szamokat két osztalyba ugy,
hogy az els6 (alsd)osztaly minden eleme kisebb legyen, mint a
masodik (fels6) osztaly barmely eleme. Az ilyen osztalyozast
mondjuk szeletnek.
Haromféle szelet 1étezik:

@ A felsé osztalynak van legkisebb eleme.

© Az alsé osztalynak van legnagyobb eleme.

@ Sem 1., sem 2.
Irracionalis szamok: a 3. fajta szeletek.

A racionalis szamok azonosithatoak az 1. tipusu szeletekkel (vagy
ha jobban tetszik, a 2.-vel).

De mik a természetes szamok?
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A szamok természete és jelentése

1887: Was sind und was sollen die Zahlen? (Mik a szamok és mire
val6ék?)

,A tudomanyban semmit nem szabad bizonyitds nélkiil elfogadni,
ami egyaltalan bizonyitas targya lehet.”
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val6ék?)

,A tudomanyban semmit nem szabad bizonyitds nélkiil elfogadni,
ami egyaltalan bizonyitas targya lehet.”

I. fejezet: Rendszer [= halmaz], részhalmaz, egyesités, metszet.
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A szamok természete és jelentése

1887: Was sind und was sollen die Zahlen? (Mik a szamok és mire
val6ék?)

,A tudomanyban semmit nem szabad bizonyitds nélkiil elfogadni,
ami egyaltalan bizonyitas targya lehet.”

I. fejezet: Rendszer [= halmaz], részhalmaz, egyesités, metszet.

II.: Egy rendszeren értelmezett transzformaci6 [= fliggvény],
fiiggvények Osszetétele (kompozicidja).

II.: Hasonldsagi transzformdcié (= injektiv fiiggvény)
[Egy ¢ fiiggvény injektiv hha ¢(x) = p(y) = x =y ]

S’ = ¢(S) az a rendszer, amelyet S elemeinek ¢-képei alkotnak. Ha
¢ hasonldségi transzformdcio, akkor a konverze szintén
hasonldsagi transzformacid, és ¢ kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetés S és S’ elemei kozott. A tovabbiakban a hasonlésédgok
mindig kolcsonosen egyértelmi leképezések.
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Hasonlé rendszerek, lancok

Két rendszer hasonld, hha van kozottiik hasonlésagi
transzformacid.
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Hasonlé rendszerek, lancok

Két rendszer hasonld, hha van kozottiik hasonlésagi
transzformacid.

A hasonldsag szerint az 0sszes rendszer osztalya ekvivalencia-
osztalyokba oszthaté. Ha adott egy R rendszer, definialni tudjuk a
hozza hasonlé halmazok osztalyat. R az osztalynak egy reprezen-
tdnsa. Az osztaly barmely elemét valaszthatjuk reprezentdnsnak.
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Legyen S tetszlleges rendszer és ¢ olyan transzformdcid, amelyre
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Két rendszer hasonld, hha van kozottiik hasonlésagi
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hozza hasonlé halmazok osztalyat. R az osztalynak egy reprezen-
tdnsa. Az osztaly barmely elemét valaszthatjuk reprezentdnsnak.

Legyen S tetszlleges rendszer és ¢ olyan transzformdcid, amelyre
p(S)CSs.

K S S (p-)ldnc, hha p(K) €K

S maga egy lanc; ha K lanc, akkor ¢ (K) is lanc; ldncok unidja és
metszete is lanc.
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Hasonlé rendszerek, lancok

Két rendszer hasonld, hha van kozottiik hasonlésagi
transzformacid.

A hasonldsag szerint az 0sszes rendszer osztalya ekvivalencia-
osztalyokba oszthaté. Ha adott egy R rendszer, definialni tudjuk a
hozza hasonlé halmazok osztalyat. R az osztalynak egy reprezen-
tdnsa. Az osztaly barmely elemét valaszthatjuk reprezentdnsnak.

Legyen S tetszlleges rendszer és ¢ olyan transzformdcid, amelyre
p(S)CSs.

K S S (p-)ldnc, hha p(K) €K

S maga egy lanc; ha K lanc, akkor ¢ (K) is lanc; ldncok unidja és
metszete is lanc.

Ha A C S, akkor az A-t tartalmazo Gsszes lanc metszete lanc, amely
tartalmazza A-t és része S-nek. Ez A lanca, Ay, vagy ¢y(A).

A teljes indukci6 tétele: Legyen 2 és A C X két tetszOleges rendszer.
Ha barmely x e Ay N X-ra p(x) €Ag N,

akkor Ay C X..
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Végtelenség

Egy rendszer (Dedekind-)végtelen, hha hasonlé egy valodi
részéhez. Véges, ha ez nem all fenn.
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Végtelenség

Egy rendszer (Dedekind-)végtelen, hha hasonlé egy valodi
részéhez. Véges, ha ez nem all fenn.

66. Tétel. Vannak végtelen rendszerek.

Bizonyitds.* Gondolataim vildga, azaz azoknak a dolgoknak
az S Osszessége, amelyek gondolkoddsom tdrgyai lehetnek, végte-
len. Mert ha s S egy elemét jeloli, akkor az az s’ gondolat, hogy
s a gondolkoddsom tdrgya lehet, maga is S egy eleme. Ha ezt az
s'-t az s elem @(s) képének tekintjiik, akkor S igy meghatdroztt
 leképezésének megvan az a tulajdonsdga, hogy az S’ kép része
S-nek, mégpedig valodi része, mivel S-nek vannak olyan elemei
(példdul sajdt énem), amelyek kiilonboznek minden ilyen s’ gon-
dolattdl, tehdt nincsenek benne S’-ben. Végiil pedig nyilvdnvald,
hogy amennyiben a és b S kiilénboz6 elemei, akkor képeik, a’
és b’is kiilonbozdek lesznek, tehdt a ¢ leképezés kdlcsondsen
egyértelmi. Tehdt S végtelen, g.e.d.
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Végtelenség

Egy rendszer (Dedekind-)végtelen, hha hasonlé egy valodi
részéhez. Véges, ha ez nem all fenn.

66. Tétel. Vannak végtelen rendszerek.

Bizonyitds.* Gondolataim vildga, azaz azoknak a dolgoknak
az S Osszessége, amelyek gondolkoddsom tdrgyai lehetnek, végte-
len. Mert ha s S egy elemét jeloli, akkor az az s’ gondolat, hogy
s a gondolkoddsom tdrgya lehet, maga is S egy eleme. Ha ezt az
s'-t az s elem @(s) képének tekintjiik, akkor S igy meghatdroztt
 leképezésének megvan az a tulajdonsdga, hogy az S’ kép része
S-nek, mégpedig valodi része, mivel S-nek vannak olyan elemei
(példdul sajdt énem), amelyek kiilonboznek minden ilyen s’ gon-
dolattdl, tehdt nincsenek benne S’-ben. Végiil pedig nyilvdnvald,
hogy amennyiben a és b S kiilénboz6 elemei, akkor képeik, a’
és b’is kiilonbozdek lesznek, tehdt a ¢ leképezés kdlcsondsen
egyértelmi. Tehdt S végtelen, g.e.d.

* Hasonlé megfontoldst taldlunk Bolzano Paradoxien des Un-
endlichenjében, §13.
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VL. fejezet: Egyszer(ien végtelen rendszerek

N egyszeriien végtelen, hha létezik N-nek egy 1-gyel jelolt eleme és
egy ¢ hasonldsag ugy, hogy
N = (1) és 1 & p(N)
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N egyszeriien végtelen, hha létezik N-nek egy 1-gyel jelolt eleme és
egy ¢ hasonldsag ugy, hogy
N = (1) és 1 & p(N)

Tétel: Minden végtelen rendszer tartalmaz részként egyszertien
végtelen rendszert.
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VL. fejezet: Egyszer(ien végtelen rendszerek

N egyszeriien végtelen, hha létezik N-nek egy 1-gyel jelolt eleme és
egy ¢ hasonldsag ugy, hogy
N = (1) és 1 & p(N)

Tétel: Minden végtelen rendszer tartalmaz részként egyszertien
végtelen rendszert.

Természetes szamok: barmely N egyszertien végtelen rendszer
elemei, ,,amennyiben teljesen eltekintiink az elemek sajatos
tulajdonsagaitol, kizarélag a megkiilonboztethetéségiiket tartjuk
fenn, és csak azokat a relacidkat vessziik tekintetbe, amelykbe a ¢
leképezés rendezi el Oket”.
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Néhany tétel a szamokrdl

Minden m természetes szam general egy m lancot és m € m,.

Minden, az 1-tdl kiillénb6z6 természetes szam kozvetlen kovetGje
(p-képe) egy természetes szamnak.
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Minden, az 1-tdl kiillénb6z6 természetes szam kozvetlen kovetGje
(p-képe) egy természetes szamnak.

Teljes indukcié: Ha

Q A(m) igaz;

@ barmely n € my-ra, ha A(n), akkor A(p(n)),
akkor A(x) igaz m, barmely x elemére.
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akkor A(x) igaz m, barmely x elemére.

Azaz a masodrendé Peano-aritmetika axidomadi érvényesek
egyszeriien végtelen rendszerekre.
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Néhany tétel a szamokrdl

Minden m természetes szam general egy m lancot és m € m,.

Minden, az 1-tdl kiillénb6z6 természetes szam kozvetlen kovetGje
(p-képe) egy természetes szamnak.
Teljes indukcié: Ha
Q A(m) igaz;
@ barmely n € my-ra, ha A(n), akkor A(p(n)),
akkor A(x) igaz m, barmely x elemére.

Azaz a masodrendé Peano-aritmetika axidomadi érvényesek
egyszeriien végtelen rendszerekre.

Masképp, az egyszertien végtelen rendszerek modelljei a
masodrendii Peano-aritmetikdnak. Forditva is igaz: a masodrendd
PA minden modellje egyszeriien végtelen rendszer.
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Negdcioteljes aritmetika?!?

X. Az egyszeriien végtelen rendszerek osztalya

132. Tétel. Az egyszeriien végtelen rendszerek hasonldak.

Maté Andras matfil okt. 8.



Negdcioteljes aritmetika?!?

X. Az egyszeriien végtelen rendszerek osztalya
132. Tétel. Az egyszeriien végtelen rendszerek hasonldak.

Mas fogalmakkal: az egyszertien végtelen rendszerek elmélete
kategorikus, azaz barmely két modellje izomorf.
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Kovetkezésképp a masodrendii PA nyelvének minden modellben
ugyanazok a mondatai igazak.
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X. Az egyszeriien végtelen rendszerek osztalya
132. Tétel. Az egyszeriien végtelen rendszerek hasonldak.

Mas fogalmakkal: az egyszertien végtelen rendszerek elmélete
kategorikus, azaz barmely két modellje izomorf.

Kovetkezésképp a masodrendii PA nyelvének minden modellben
ugyanazok a mondatai igazak.

Ennek a nyelvnek barmely mondata vagy igaz minden egyszeriien
végtelen rendszerben, tehat szemantikai kovetkezménye a
masodrendii Peano-axiomaknak, vagy pedig a negaciojara all
ugyanez.

Maté Andras matfil okt. 8.



Negdcioteljes aritmetika?!?

X. Az egyszeriien végtelen rendszerek osztalya
132. Tétel. Az egyszeriien végtelen rendszerek hasonldak.

Mas fogalmakkal: az egyszertien végtelen rendszerek elmélete
kategorikus, azaz barmely két modellje izomorf.

Kovetkezésképp a masodrendii PA nyelvének minden modellben
ugyanazok a mondatai igazak.

Ennek a nyelvnek barmely mondata vagy igaz minden egyszeriien
végtelen rendszerben, tehat szemantikai kovetkezménye a
masodrendii Peano-axiomaknak, vagy pedig a negaciojara all
ugyanez.

Tehdat a mdsodrendii Peano-aritmetika (a masodrendt

Peano-axiémak szemantikai kovetkezményeinek halmaza )
negdaciodteljes.
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Metalogikai kovetkezmények

Godel els6 nem-teljességi tétele: Az elsérend(i Peano-aritmetikdnak
nincs negacidteljes axiomatikus kiterjesztése.
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Metalogikai kovetkezmények

Godel els6 nem-teljességi tétele: Az elsérend(i Peano-aritmetikdnak
nincs negacidteljes axiomatikus kiterjesztése.

Egy logikai kalkulus szemantikai teljessége: barmely
premisszahalmaz Gsszes szemantikai kévetkezménye levezethet6 a
kalkulusban. Az els6rendi logikdnak van szemantikailag teljes
kalkulusa (GODEL 1930).
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Metalogikai kovetkezmények

Godel els6 nem-teljességi tétele: Az elsérend(i Peano-aritmetikdnak
nincs negacidteljes axiomatikus kiterjesztése.

Egy logikai kalkulus szemantikai teljessége: barmely
premisszahalmaz Gsszes szemantikai kévetkezménye levezethet6 a
kalkulusban. Az els6rendi logikdnak van szemantikailag teljes
kalkulusa (GODEL 1930).

A masodrend logikahoz nem létezik szemantikailag teljes
kalkulus. Kiilonben a masodrend(i Peano-axiémak 6sszes
szemantikai kovetkezményét le tudnank vezetni, és igy
megkapndnk az els6rendli Peano-aritmetika egy negdcioteljes
axiomatikus kiterjesztését.
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Tovabbi megjegyzések
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Tovabbi megjegyzések

Egyszer(ibb bizonyitasa is van annak, hogy nem lehetséges
szemantikailag teljes logikai kalkulus a masodrendi logikdhoz: a
masoderndi logika kovetkezményreldciéja nem kompakt. Van
olyan érvényes kovetkeztetés, amelyben a konklizié nem
kovetkezik a premisszak semmilyen véges részhalmazabdl..
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Tovabbi megjegyzések

Egyszer(ibb bizonyitasa is van annak, hogy nem lehetséges
szemantikailag teljes logikai kalkulus a masodrendi logikdhoz: a
masoderndi logika kovetkezményreldciéja nem kompakt. Van
olyan érvényes kovetkeztetés, amelyben a konklizié nem
kovetkezik a premisszak semmilyen véges részhalmazabdl..

Mi az, hogy aritmetikai igazsag? Egy egyszeriinek latszé vélasz: a
masodrend(i Peano-aritmetika egy tétele. De az egyszerliség
latszata félrevezetd.
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