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A Russell-paradoxon a naiv halmazelméletben
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A Russell-paradoxon a naiv halmazelméletben

Korlatlan komprehenzié:
FyVx(x €y <= A(x))

barmely A(x) nyitott mondatra.
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A Russell-paradoxon a naiv halmazelméletben

Korlatlan komprehenzié:
FyVx(x €y <= A(x))

barmely A(x) nyitott mondatra.
Kovetkezmény:
yVx(x ey > x ¢ x)
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A Russell-paradoxon a naiv halmazelméletben

Korlatlan komprehenzié:
FyVx(x €y <= A(x))

barmely A(x) nyitott mondatra.
Kovetkezmény:
yVx(x ey > x ¢ x)

Legyen r egy ilyen y (egzisztencidlis megjelenités), és
helyettesitsiik -t x helyébe is (univerzalis megjelenités).

reresré¢r
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A Russell-paradoxon a naiv halmazelméletben

Korlatlan komprehenzié:
FyVx(x €y <= A(x))

barmely A(x) nyitott mondatra.
Kovetkezmény:
yVx(x ey > x ¢ x)

Legyen r egy ilyen y (egzisztencidlis megjelenités), és
helyettesitsiik -t x helyébe is (univerzalis megjelenités).
reresré¢r

Logikai hamissag a korlatlan komprehenziobdl+logikai
szabalyokbdl.
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Zavarbaejt6en hasonld
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Zavarbaejt6en hasonld

Cantor tétele: Egy halmaz és a hatvanyhalmaza koz6tt nem
létezhet kolcsonosen egyértelmi leképezés.
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Zavarbaejt6en hasonld

Cantor tétele: Egy halmaz és a hatvanyhalmaza koz6tt nem
létezhet kolcsonosen egyértelmi leképezés.

Legyen H halmaz, % (H) a hatvanyhalmaza és f injektiv leképezés
H-bdél & (H)-ba. Megmutatjuk, hogy & (H)-nak van legalabb egy
eleme, amely nincs f képtartomdnyaban:

Mété Andrés A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



Zavarbaejt6en hasonld

Cantor tétele: Egy halmaz és a hatvanyhalmaza koz6tt nem
létezhet kolcsonosen egyértelmi leképezés.

Legyen H halmaz, % (H) a hatvanyhalmaza és f injektiv leképezés
H-bdél & (H)-ba. Megmutatjuk, hogy & (H)-nak van legalabb egy
eleme, amely nincs f képtartomdnyaban:

Hy=:{x:x&f(x)}
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Zavarbaejt6en hasonld

Cantor tétele: Egy halmaz és a hatvanyhalmaza koz6tt nem
létezhet kolcsonosen egyértelmi leképezés.

Legyen H halmaz, % (H) a hatvanyhalmaza és f injektiv leképezés
H-bdél & (H)-ba. Megmutatjuk, hogy & (H)-nak van legalabb egy
eleme, amely nincs f képtartomdnyaban:

Hy=:{x:x&f(x)}

Indirekt feltevés: Hy = f(h). Akkor

hef(h) — h&f(h)
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A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében
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A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében

Tekintsiik az R: ,,olyan fogalom értékmenetének lenni, amely hamis
a sajat értékmenetére” fogalmat.
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A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében

Tekintsiik az R: ,,olyan fogalom értékmenetének lenni, amely hamis
a sajat értékmenetére” fogalmat.

Formalisan: R(x)«— 4o 3G(x =G A =G(x)).

F az F fiiggvény értékmenete.

Mété Andrés A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében

Tekintsiik az R: ,,olyan fogalom értékmenetének lenni, amely hamis
a sajat értékmenetére” fogalmat.

Formalisan: R(x)«— 4o 3G(x =G A =G(x)).

F az F fiiggvény értékmenete.

Helyettesitsiik R-t x helyébe.

R(R) < IF(R =F A~F(R))
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A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében

Tekintsiik az R: ,,olyan fogalom értékmenetének lenni, amely hamis
a sajat értékmenetére” fogalmat.

Formalisan: R(x)«— 4o 3G(x =G A =G(x)).

F az F fiiggvény értékmenete.

Helyettesitsiik R-t x helyébe.

R(R) < IF(R =F A~F(R))

Az azonossdg miatt az V. axiomabdl az kovetkezik, hogy az
egzisztencialis kvantifikaciét csak olyan F teheti igazza, amely
ugyanazokra a targyakra igaz, mint R. Tehat a bal oldal igaz, hha

“R(R).

Mété Andrés A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



A Russell-paradoxon Frege Grundgesetze rendszerében

Tekintsiik az R: ,,olyan fogalom értékmenetének lenni, amely hamis
a sajat értékmenetére” fogalmat.

Formalisan: R(x)«— 4o 3G(x =G A =G(x)).

F az F fiiggvény értékmenete.

Helyettesitsiik R-t x helyébe.

R(R) < IF(R =F A~F(R))

Az azonossdg miatt az V. axiomabdl az kovetkezik, hogy az
egzisztencialis kvantifikaciét csak olyan F teheti igazza, amely
ugyanazokra a targyakra igaz, mint R. Tehat a bal oldal igaz, hha
—R(R).

R(R) <> ~R(R)
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Paradoxonok: a kozponti probléma
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Paradoxonok: a kozponti probléma

Russell-paradoxon: Russell, Principles of Mathematics (1903)
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Paradoxonok: a kozponti probléma

Russell-paradoxon: Russell, Principles of Mathematics (1903)

Frege els6 megjegyzése, hogy Cantor halmazelméletében pontosan
ugyanez az inkonzisztencia lép fel.
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Paradoxonok: a kozponti probléma

Russell-paradoxon: Russell, Principles of Mathematics (1903)

Frege els6 megjegyzése, hogy Cantor halmazelméletében pontosan
ugyanez az inkonzisztencia lép fel.

Egy masik halmazelméleti paradoxont (Burali-Forti) mar par évvel
el6bb felismer t.k. Cantor.
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Paradoxonok: a kozponti probléma

Russell-paradoxon: Russell, Principles of Mathematics (1903)

Frege els6 megjegyzése, hogy Cantor halmazelméletében pontosan
ugyanez az inkonzisztencia lép fel.

Egy masik halmazelméleti paradoxont (Burali-Forti) mar par évvel
el6bb felismer t.k. Cantor.

Innen a matematika filozéfidjanak, ill. a matematika alapjai
kutatdsanak f6 kérdése: hogyan lehet a paradoxonokat
kikiiszobolni és hogyan biztosithatjuk be magunkat hasonlé
jovobeli balesetek ellen?
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Paradoxonok: a kozponti probléma

Russell-paradoxon: Russell, Principles of Mathematics (1903)

Frege els6 megjegyzése, hogy Cantor halmazelméletében pontosan
ugyanez az inkonzisztencia lép fel.

Egy masik halmazelméleti paradoxont (Burali-Forti) mar par évvel
el6bb felismer t.k. Cantor.

Innen a matematika filozéfidjanak, ill. a matematika alapjai
kutatdsanak f6 kérdése: hogyan lehet a paradoxonokat
kikiiszobolni és hogyan biztosithatjuk be magunkat hasonlé
jovobeli balesetek ellen?

Lassunk egy csokorra vald relevans paradoxont (v6. De Morgan
(1872): A budget of paradoxes).
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Mité A s A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



(L) Ennek a dianak az els6 soraban 1évé allitas hamis.
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(L) Ennek a dianak az els6 soraban 1évé allitas hamis.

Ha az L mondat igaz, akkor gy van, ahogy mondja, tehat az elsé
sorban levé allitas, azaz L hamis.
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(L) Ennek a dianak az elsé sordban 1évé allitas hamis.
Ha az L mondat igaz, akkor gy van, ahogy mondja, tehat az elsé
sorban levé allitas, azaz L hamis.

Ha L hamis, akkor igaza van annak, aki azt allitja, hogy L hamis.
De L pontosan ezt allitja, tehat L igaz.
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(L) Ennek a dianak az els6 soraban 1évé allitas hamis.

Ha az L mondat igaz, akkor gy van, ahogy mondja, tehat az elsé
sorban levé allitas, azaz L hamis.

Ha L hamis, akkor igaza van annak, aki azt allitja, hogy L hamis.
De L pontosan ezt allitja, tehat L igaz.

L «— L
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A Hazug varidnsai:
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A Hazug varidnsai:

Hazug-kor:
P12 P2, P2 <> P35 ---5 Pan—1 < P1-
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A Hazug varidnsai:

Hazug-kor:
P12 P2, P2 <> P35 ---5 Pan—1 < P1-

P12 P2, P2 <> P35 -..Pan < P1-
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A Hazug varidnsai:

Hazug-kor:
P12 P2, P2 <> P35 ---5 Pan—1 < P1-

P12 P2, P2 <> P35 -..Pan < P1-

Szigoru Hazug:

Tegylik fel, hogy nem esik egybe a ‘hamis’ és a ‘nem igaz’,
mégpedig azért nem, mert egyes mondatok se nem igazak, se nem
hamisak (,,értékrésesek”).
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A Hazug varidnsai:

Hazug-kor:

D1 <2 P2, P2 <2 P35 - -5 Pon—1 < "P1-

D1 <2 P2, P2 <> 7P3, ---Pan < P1-

Szigoru Hazug:

Tegylik fel, hogy nem esik egybe a ‘hamis’ és a ‘nem igaz’,
mégpedig azért nem, mert egyes mondatok se nem igazak, se nem
hamisak (,,értékrésesek”).

Lg <= (Lg nem igaz)
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A Hazug varidnsai:

Hazug-kor:
P12 P2, P2 <> P35 -+« Pop—1 <> P1-
P12 P2, P2 > 7P3,..-Pop <> P1-

Szigoru Hazug:

Tegylik fel, hogy nem esik egybe a ‘hamis’ és a ‘nem igaz’,
mégpedig azért nem, mert egyes mondatok se nem igazak, se nem
hamisak (,,értékrésesek”).

Lg <= (Lg nem igaz)

Igazmondé: A dia utolsé sordban levé mondat igaz.
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Burali-Forti-paradoxon

Mété André A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



Burali-Forti-paradoxon

Legyen BF az Osszes rendszdm osztdlya, jolrendezve a < (azaz €)
relaciéval.
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Burali-Forti-paradoxon

Legyen BF az Osszes rendszdm osztdlya, jolrendezve a < (azaz €)
relaciéval.

Ez egy rendszdam. Nagyobb, mint minden rendszam, mert minden
rendszam az eleme.
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Burali-Forti-paradoxon

Legyen BF az Osszes rendszdm osztdlya, jolrendezve a < (azaz €)
relaciéval.

Ez egy rendszdam. Nagyobb, mint minden rendszam, mert minden
rendszam az eleme.

Kisebb, mint a kovetdje.
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Még két nevezetes paradoxon
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Még két nevezetes paradoxon

Nevezziink egy F egyargumentumu predikatumot
heterologikusnak, hha F(F) hamis. Pl. az ,absztrakt” absztrakt, de
a ,,piros” nem piros. Heterologikus-e a ,,heterologikus”?
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Még két nevezetes paradoxon

Nevezziink egy F egyargumentumu predikatumot
heterologikusnak, hha F(F) hamis. Pl. az ,absztrakt” absztrakt, de
a ,,piros” nem piros. Heterologikus-e a ,,heterologikus”?

Grelling-Nelson-, Weyl-, vagy egyszeriien heterologikus-paradoxon.
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Még két nevezetes paradoxon

A legkisebb természetes szam, amely nem definidlhaté 84
karakternél rovidebb magyar szoveggel.
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Richard-paradoxon
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Richard-paradoxon

0 és 1 kozott megszamldlhatdan végtelen sok véges hosszisagu
szoveggel definidlhat6 valds szam van.
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Richard-paradoxon

0 és 1 kozott megszamldlhatdan végtelen sok véges hosszisagu
szoveggel definidlhat6 valds szam van.

Soroljuk fel ezeket az a; sorozatban. Tekintsiik a kovetkezé valds
szamot:
a= 0, dle"'dn"':

ahol d,, = 6 ha q,-ben a tizedesvesszé utdni n-edik szamjegy 5,
kiilonben d,, = 5.
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Richard-paradoxon

0 és 1 kozott megszamldlhatdan végtelen sok véges hosszisagu
szoveggel definidlhat6 valds szam van.

Soroljuk fel ezeket az a; sorozatban. Tekintsiik a kovetkezé valds
szamot:
a= 0, dle"'dn"':

ahol d,, = 6 ha q,-ben a tizedesvesszé utdni n-edik szamjegy 5,
kiilonben d,, = 5.

a kiillonbozik a; 6sszes elemétdl, de ime, definidlva van.
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Ujabb keletti paradoxonok
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Ujabb keletti paradoxonok

A tandr: Jovo6 héten dolgozatot irnak. Nem mondom meg, melyik
nap. Meg lesznek lepve.
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Ujabb keletti paradoxonok

A tandr: Jovo6 héten dolgozatot irnak. Nem mondom meg, melyik
nap. Meg lesznek lepve.

Szerdan megirjak a dolgozatot és a didkok meg vannak lepve.
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Ujabb keletti paradoxonok

G normal kétszemélyes jaték, hha véges sok 1épésben véget ér
(barhogy jatszanak a jatékosok). H a kovetkez6 hiperjaték: az elsé
jatékos vélaszt egy normal jatékot, azutan ezt jatsszak. H normal

jaték, vagy nem?

A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei

Maté Andras



Russell hibas kor-elve
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Russell hibas kor-elve

Ami magaban foglalja egy Osszesség egészét, az nem lehet tagja az
Osszességnek”, vagy forditva: ,Ha feltételeznénk, hogy egy
bizonyos 6sszességnek van egy 0sszege, akkor az 6sszességnek
volnanak olyan tagjai, amelyek csak erre az 0sszegre hivatkozva
definidlhatok, akkor az emlitett Osszességnek nincs 0sszege”.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908
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Russell hibas kor-elve

Ami magaban foglalja egy Osszesség egészét, az nem lehet tagja az
Osszességnek”, vagy forditva: ,Ha feltételeznénk, hogy egy
bizonyos 6sszességnek van egy 0sszege, akkor az 6sszességnek
volnanak olyan tagjai, amelyek csak erre az 0sszegre hivatkozva
definidlhatok, akkor az emlitett Osszességnek nincs 0sszege”.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908

Onmagdra referdlds: egy mondat 6nmagdra hivatkozik, azaz az
igazsagfeltételei tartalmaznak valamilyen kikotést a sajat
igazsdgaval vagy hamissagaval kapcsolatban.
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Russell hibas kor-elve

Ami magaban foglalja egy Osszesség egészét, az nem lehet tagja az
Osszességnek”, vagy forditva: ,Ha feltételeznénk, hogy egy
bizonyos 6sszességnek van egy 0sszege, akkor az 6sszességnek
volnanak olyan tagjai, amelyek csak erre az 0sszegre hivatkozva
definidlhatok, akkor az emlitett Osszességnek nincs 0sszege”.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908

Onmagdra referdlds: egy mondat 6nmagdra hivatkozik, azaz az
igazsagfeltételei tartalmaznak valamilyen kikotést a sajat
igazsdgaval vagy hamissagaval kapcsolatban.

Vagy tartalmaz kvantifikaciét olyan kijelentések felett, amelyek
kozott szerepel a sajat maga altal kifejezett kijelentés is.
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Russell hibas kor-elve

Ami magaban foglalja egy Osszesség egészét, az nem lehet tagja az
Osszességnek”, vagy forditva: ,Ha feltételeznénk, hogy egy
bizonyos 6sszességnek van egy 0sszege, akkor az 6sszességnek
volnanak olyan tagjai, amelyek csak erre az 0sszegre hivatkozva
definidlhatok, akkor az emlitett Osszességnek nincs 0sszege”.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908

Onmagdra referdlds: egy mondat 6nmagdra hivatkozik, azaz az
igazsagfeltételei tartalmaznak valamilyen kikotést a sajat
igazsdgaval vagy hamissagaval kapcsolatban.

Vagy tartalmaz kvantifikaciét olyan kijelentések felett, amelyek
kozott szerepel a sajat maga altal kifejezett kijelentés is.

Russell elve kiz4rja az 6nmagéra referaldst. Ugy tinik, ennyi
elegend6 az eddigi paradoxonok kikiiszoboléséhez.
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Yablo paradoxona
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Yablo paradoxona

Tekintsiik a kovetkezd. kijelentésekbdl all6 py,p,, ..., P» --- VEgtelen
sorozatot:
Pp <= Vk(k >n — —py)
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Yablo paradoxona

Tekintsiik a kovetkezd. kijelentésekbdl all6 py,p,, ..., P» --- VEgtelen
sorozatot:
Pp <= Vk(k >n — —py)

Stephen Yablo, 1989
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Yablo paradoxona

Tekintsiik a kovetkezd. kijelentésekbdl all6 py,p,, ..., P» --- VEgtelen
sorozatot:
Pp <= Vk(k >n — —py)

Stephen Yablo, 1989

A Hazugra emlékeztetd, de infinitdrius paradoxon, amely nem sérti
a hibds kor-elvet, és semmilyen 6nmagara referdldst nem
tartalmaz.
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Az alapok kutatdsanak céljai
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Az alapok kutatdsanak céljai

@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
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Az alapok kutatdsanak céljai

@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek

@ Ezen belill els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése
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Az alapok kutatdsanak céljai

@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
@ Ezen beliil els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése

@ Eros (lehet6leg mindentudo) elméletek
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Az alapok kutatdsanak céljai

e Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
@ Ezen belill els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése
@ Eros (lehet6leg mindentudo) elméletek

Héaromféle kiat a paradoxonok csapddjabol:
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Az alapok kutatdsanak céljai

@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
@ Ezen beliil els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése
@ Eros (lehet6leg mindentudo) elméletek

Héaromféle kiat a paradoxonok csapddjabol:

@ Javitsuk ki a logikdt és alkossunk meg egyetlen dltaldnos és
kockazatmentes elméletet (logicizmus).
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@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
@ Ezen beliil els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése
@ Eros (lehet6leg mindentudo) elméletek

Héaromféle kiat a paradoxonok csapddjabol:

@ Javitsuk ki a logikdt és alkossunk meg egyetlen dltaldnos és
kockazatmentes elméletet (logicizmus).

© Kockazatos elméletek, de megbizhaté metaelmélet
(formalizmus).
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Az alapok kutatdsanak céljai

@ Szilardan megalapozott/tévedhetetlen elméletek
@ Ezen beliil els6sorban az inkonzisztencia elkeriilése
@ Eros (lehet6leg mindentudo) elméletek

Héaromféle kiat a paradoxonok csapddjabol:

@ Javitsuk ki a logikdt és alkossunk meg egyetlen dltaldnos és
kockazatmentes elméletet (logicizmus).

© Kockazatos elméletek, de megbizhaté metaelmélet
(formalizmus).

© Vessiik el a logika els6dlegességét, helyette megbizhatébb alap
kell (intuicionizmus).
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Hilbert megalapozasi programjanak induldsa
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Hilbert megalapozasi programjanak induldsa

Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1. kiad., 1899): Az axiémak az
alapfogalmak implicit definicidjat adjak.
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Hilbert megalapozasi programjanak induldsa

Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1. kiad., 1899): Az axiémak az
alapfogalmak implicit definicidjat adjak.
o Euklidész javitott valtozata
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Hilbert megalapozasi programjanak induldsa

Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1. kiad., 1899): Az axiémak az
alapfogalmak implicit definicidjat adjak.
o Euklidész javitott valtozata

@ Perspektivavaltas: nem a tér elmélete, hanem barmié, ami
eleget tesz az axiomaknak.
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Hilbert megalapozasi programjanak induldsa

Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1. kiad., 1899): Az axiémak az
alapfogalmak implicit definicidjat adjak.
o Euklidész javitott valtozata
@ Perspektivavaltas: nem a tér elmélete, hanem barmié, ami
eleget tesz az axiomaknak.

Még egy programjellegii kijelentés: A matematikai létezés nem
tobb, mint konzisztencia
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o Euklidész javitott valtozata
@ Perspektivavaltas: nem a tér elmélete, hanem barmié, ami
eleget tesz az axiomaknak.

Még egy programjellegii kijelentés: A matematikai létezés nem
tobb, mint konzisztencia

Ideadlis eset: kategorikus elméletek
Egy elmélet kategorikus, hha barmely két modellje izomorf.
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@ Perspektivavaltas: nem a tér elmélete, hanem barmié, ami
eleget tesz az axiomaknak.

Még egy programjellegii kijelentés: A matematikai létezés nem
tobb, mint konzisztencia

Ideadlis eset: kategorikus elméletek
Egy elmélet kategorikus, hha barmely két modellje izomorf.

A metamatematika a matematika 4j 4ga, amely a matematikai
elméleteket matematikai objektumokként kezeli, abbdl a célbdl,
hogy konzisztencidjukat, teljességiiket, kategoricitasukat, stb.
vizsgalja.
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Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 1. kiad., 1899): Az axiémak az
alapfogalmak implicit definicidjat adjak.
o Euklidész javitott valtozata

@ Perspektivavaltas: nem a tér elmélete, hanem barmié, ami
eleget tesz az axiomaknak.

Még egy programjellegii kijelentés: A matematikai létezés nem
tobb, mint konzisztencia

Ideadlis eset: kategorikus elméletek
Egy elmélet kategorikus, hha barmely két modellje izomorf.

A metamatematika a matematika 4j 4ga, amely a matematikai
elméleteket matematikai objektumokként kezeli, abbdl a célbdl,
hogy konzisztencidjukat, teljességiiket, kategoricitasukat, stb.
vizsgalja.

A metaelméleti vizsgalat standard kiindulépontja az els6rend
logikai formalizalas.

Mété Andrés A budget of paradoxes — A Hilbert-iskola céljai és kezdetei



