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Formalizmus: a matematikardl valo filozofalas bevett irdnyzata
még a Grundlagenkrise el6tti id6kbol.
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Hilbert-program: a matematika megbizhatdsaganak bizonyitdsa a
metamatematikaban.

A metamatematika a matematikai elméleteket ugy kezeli, mint
jelsorozatok halmazat, amit a levezetési szabdlyok strukturdlnak,
tekintet nélkil a jelentésiikre.
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Formalizmus: a matematikardl valo filozofalas bevett irdnyzata
még a Grundlagenkrise el6tti id6kbol.

Grundlagenkrise (az alapok valsdga, német): elterjedt kifejezés
a halmazelmélet paradoxonai kovetkeztében eléallt helyzetre.

A formalista szerint a matematika nem valamilyen idedlis
objektumokrdl szdl, hanem jelekkel val6 jaték meghatarozott
szabalyok szerint.

Hilbert-program: a matematika megbizhatdsaganak bizonyitdsa a
metamatematikaban.

A metamatematika a matematikai elméleteket 1igy kezeli, mint
jelsorozatok halmazat, amit a levezetési szabdlyok strukturdlnak,
tekintet nélkil a jelentésiikre.

Hilbert iskoldja: az 1920-as években Gottingenben ennek a
programnak a megvalositdsdn dolgozo fiatal matematikusok
(Wilhelm Ackermann, Paul Bernays, Neumann Janos, Jacques
Herbrand).
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Mi a formalizmus?

H.B. Curry, 1963:

»A matematikat nem a targya, hanem a mddszere jellemzi; az
objektumai vagy egyaltalan nem meghatarozottak, vagy ha meg is
vannak hatdrozva, a sajatos természetiik akkor is irrelevans.”
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objektumai vagy egyaltalan nem meghatarozottak, vagy ha meg is
vannak hatdrozva, a sajatos természetiik akkor is irrelevans.”

A matematika bizonyos formalis jelrendszereket vizsgal, amelyek
rendszerint tartalmaznak bizonyos kijelentésnek, axiomanak,
tételnek stb. nevezett jelsorozatokat, bizonyos levezetési
szabalynak nevezett transzformdcios szabalyokat, de mindezeket
tisztan szintaktikailag, azaz kizardlag a jelsorozatok strukturajara
hivatkozve definialjuk.
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Mi a formalizmus?

H.B. Curry, 1963:

»A matematikat nem a targya, hanem a mddszere jellemzi; az
objektumai vagy egyaltalan nem meghatarozottak, vagy ha meg is
vannak hatdrozva, a sajatos természetiik akkor is irrelevans.”

A matematika bizonyos formalis jelrendszereket vizsgal, amelyek
rendszerint tartalmaznak bizonyos kijelentésnek, axiomanak,
tételnek stb. nevezett jelsorozatokat, bizonyos levezetési
szabalynak nevezett transzformdcios szabalyokat, de mindezeket
tisztan szintaktikailag, azaz kizardlag a jelsorozatok strukturajara
hivatkozve definialjuk.

A kijelentéseknek lehet jelentése, kifejezhetnek igaz vagy hamis
allitasokat bizonyos objektumokrdl, de ez matematikailag
irrelevans.
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Hilbert €s Bernays, mint nem-formalistak

Hilbert (1919): ,,A matematikai fogalomalkotast mindig a
szemlélet és a tapasztalat vezérli, ezért a matematika egészében
véve az onkényességtol mentes zdrt strukturat alkot.”
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Hilbert €s Bernays, mint nem-formalistak

Hilbert (1919): ,,A matematikai fogalomalkotast mindig a
szemlélet és a tapasztalat vezérli, ezért a matematika egészében
véve az onkényességtol mentes zdrt strukturat alkot.”

Bernays (1928): ,,Ha mddszertanilag fliggetlenitjiik magunkat a
térszemlélettdl, ez nem jelenti annak figyelmen kiviil hagyasat,
hogy a geometria a térszemléletbdl indul ki.”
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A geometria (relativ) konzisztencidja: visszavezetés a valos
aritmetikara.
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Alapelvek, az els6 eredmények, célkitlizések

A geometria (relativ) konzisztencidja: visszavezetés a valos
aritmetikara.

A geometriai tér 1étezése az axidmarendszer konzisztencidjan
alapul.

Bernays, 1928: a létezést csak egy teljes (és konzisztens)
axiémarendszer garantalhatja.

Az aritmetikdban direkt (abszoliit) konzisztenciabizonyitas
sziikséges.

A logikara valé visszavezetés nem biztositék a konzisztencidra — ez
a tanulsag a paradoxonokbdl.
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Hilbert, 1918:
Az ilyen elvi kérdések ... [ti. a teljesség. a konzisztencia, az
eldonthet6ség] nézetem szerint egyliittesen egy fontos 1j kutatési
teriiletet képeznek, amelyet még ki kell fejleszteniink. Ennek a
teriiletnek a kutatdsa végett ... magdt a sajdtosan matematikai
bizonyitds fogalmat kell vizsgalat targyava tenniink, épptigy, ahogy
. a fizikus tanulmanyozza a méréeszkozei elméletét és a filoz6fus
birdlja magat az észt.”
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teriiletnek a kutatdsa végett ... magdt a sajdtosan matematikai
bizonyitds fogalmat kell vizsgalat targyava tenniink, épptigy, ahogy
. a fizikus tanulmanyozza a méréeszkozei elméletét és a filoz6fus
birdlja magat az észt.”

Egy matematikai elmélet ilyen vizsgalatanak el6készitd 1épései:
o axiomatizaljuk az elméletet;

o formalizaljuk az elméletet, beleértve a benne felhasznalt
logikai elveket.
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Hilbert, 1918:
Az ilyen elvi kérdések ... [ti. a teljesség. a konzisztencia, az
eldonthet6ség] nézetem szerint egyliittesen egy fontos 1j kutatési
teriiletet képeznek, amelyet még ki kell fejleszteniink. Ennek a
teriiletnek a kutatdsa végett ... magdt a sajdtosan matematikai
bizonyitds fogalmat kell vizsgalat targyava tenniink, épptigy, ahogy
. a fizikus tanulmanyozza a méréeszkozei elméletét és a filoz6fus
birdlja magat az észt.”

Egy matematikai elmélet ilyen vizsgalatanak el6készitd 1épései:
o axiomatizaljuk az elméletet;
o formalizaljuk az elméletet, beleértve a benne felhasznalt
logikai elveket.

A vizsgalat f6 vélja annak kimutatdsa, hogy a kockazatos,
transzfinit elemek nem teszik az elméletet inkonzisztenssé.
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Bizonyossag

A logikai axiémdknak nincs kitiintetett szerepiik, és nem
privilegizaltak a bizonyossag tekintetében. Ellenkezéleg,
amennyiben a végtelenre hivatkoznak, ugyanugy igazolasra
szorulnak, mint mds komponensek.
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Bizonyossag

A logikai axiémdknak nincs kitiintetett szerepiik, és nem
privilegizaltak a bizonyossag tekintetében. Ellenkezéleg,
amennyiben a végtelenre hivatkoznak, ugyanugy igazolasra
szorulnak, mint mds komponensek.

Pl a
VxA(x) V Ix-A(x)

séma esetei trividlisan érvényesek egy véges tartomanyon, hiszen
véges sok 1épésben verifikdlhatéak. De egy végtelen tartomanyon
véges sok 1épés utan mindig lehetséges az, hogy nem taldltunk
olyan a objektumot. amelyre —A(a) igaz, viszont nem is
verifikaltuk VxA(x)-t.
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A logikai axiémdknak nincs kitiintetett szerepiik, és nem
privilegizaltak a bizonyossag tekintetében. Ellenkezéleg,
amennyiben a végtelenre hivatkoznak, ugyanugy igazolasra
szorulnak, mint mds komponensek.

Pl a
VxA(x) V Ix-A(x)

séma esetei trividlisan érvényesek egy véges tartomanyon, hiszen
véges sok 1épésben verifikdlhatéak. De egy végtelen tartomanyon
véges sok 1épés utan mindig lehetséges az, hogy nem taldltunk
olyan a objektumot. amelyre —A(a) igaz, viszont nem is
verifikaltuk VxA(x)-t.

A bizoyossdg nem a logikdban van, hanem a tapasztalatban és a
szemléletben (mint a tapasztalat keretében).

A metamatematika azért megbizhatébb, mint mas matematikai
elméletek, mert minimalizalja a végtelenre val6 hivatkozast.
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A szemlélet és az idealis elemek: idézetek Hilberttol

A szemléletben adott objektumok szama véges kell, hogy legyen,
y,megjelenésiik, kiillonbozbségiik, egymasra kovetkezésiik . ..
kozvetleniil, szemléletesen adott kell, hogy legyen szamunkra ...”
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A szemlélet és az idealis elemek: idézetek Hilberttol

A szemléletben adott objektumok szama véges kell, hogy legyen,
y,megjelenésiik, kiillonbozbségiik, egymasra kovetkezésiik . ..
kozvetleniil, szemléletesen adott kell, hogy legyen szdmunkra ...’

)

»a szamelmélet objektumai szamomra — ellentétben Dedekinddel
és Fregével — maguk a jelek ...”

A szilard filozoéfiai attit(id, amely nézetem szerint a tiszta
matematika megalapozasahoz sziikséges, a kovetkezs: Kezdetben
volt a jel.”
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Ez az attit(id igazolhatja a természetes szamok létezését, de nem
igazolja a halmazuk vagy az w rendszam létezését.
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A szemléletben adott objektumok szama véges kell, hogy legyen,
y,megjelenésiik, kiillonbozbségiik, egymasra kovetkezésiik . ..
kozvetleniil, szemléletesen adott kell, hogy legyen szamunkra ...”

»a szamelmélet objektumai szamomra — ellentétben Dedekinddel
és Fregével — maguk a jelek ...”

LA szilard filozdfiai attit(id, amely nézetem szerint a tiszta
matematika megalapozasahoz sziikséges, a kovetkezs: Kezdetben
volt a jel.”

Ez az attit(id igazolhatja a természetes szamok létezését, de nem
igazolja a halmazuk vagy az w rendszam létezését.

A rendszeriinket (amely realis elemekbdl all ) kibévithetjiik az w
idealis elemmel.
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Az idealis elemek modszere

A példa a projektiv (sik)geometria. Az euklidészi sik pontjainak és
egyeneseink rendszerét kib6vithetjiik tigy, hogy minden
egyeneshez hozzdadunk egy végtelen tavoli pontot.
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egyeneseink rendszerét kib6vithetjiik tigy, hogy minden
egyeneshez hozzdadunk egy végtelen tavoli pontot.

Egy ilyen kibévitést gy lehet igazolni, ha megmutatjuk, hogy az
idedlis elemekkel kibdvitett rendszer konzisztens (amennyiben az
eredeti rendszer az volt).
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Egy ilyen kibévitést gy lehet igazolni, ha megmutatjuk, hogy az
idedlis elemekkel kibdvitett rendszer konzisztens (amennyiben az
eredeti rendszer az volt).

A kib6vités ismételten alkalmazhatd, ezért a redlis és idedlis
elemek megkiilonboztetése mindig az aktudlis elmélethez
viszonyitott. Igy elméletek egy lancihoz jutunk, amelyek egyre
er6sebbek, egyre tobb idedlis elemet tartalmaznak.
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Az idealis elemek modszere

A példa a projektiv (sik)geometria. Az euklidészi sik pontjainak és
egyeneseink rendszerét kib6vithetjiik tigy, hogy minden
egyeneshez hozzdadunk egy végtelen tavoli pontot.

Egy ilyen kibévitést gy lehet igazolni, ha megmutatjuk, hogy az
idedlis elemekkel kibdvitett rendszer konzisztens (amennyiben az
eredeti rendszer az volt).

A kib6vités ismételten alkalmazhatd, ezért a redlis és idedlis
elemek megkiilonboztetése mindig az aktudlis elmélethez
viszonyitott. Igy elméletek egy lancihoz jutunk, amelyek egyre
er6sebbek, egyre tobb idedlis elemet tartalmaznak.

”Senki sem tGzhet ki minket a Cantor altal teremtett
paradicsombdl.”
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Finitizmus

A végtelen halmazok, nagy szdmossagok, stb. idedlis elemek.
Ilyenek hasznalata nem tilos (szemben az intuicionista
matematikdval) de igazoldsra szorul a redlis elemek
matematikajaban.
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Finitizmus

A végtelen halmazok, nagy szdmossagok, stb. idedlis elemek.
Ilyenek hasznalata nem tilos (szemben az intuicionista
matematikdval) de igazoldsra szorul a redlis elemek
matematikajaban.

Relativ konzisztenciabizonyitasokkal az egyes matematikai
elméletek konzisztencidjat visszavezethetjiik naluk ,alapvetébb”
elméletek konzisztencidjara. A bizonyitdsoknak tisztan
formaélisaknak kell lenniok, semmi mast nem haszndlhatnak fel,
mint az axiomakat.
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Az els6 lancszem problémaja

A geometria visszavezetheté a valds szamok elméletére. A valds
szamok elmélete visszavezethet6 a Peano-aritmetkara. A
Peano-aritmetika — mire? Mi lesz az els6 szem az egyre alapvet6bb
elméletek lancaban?
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szamok elmélete visszavezethet6 a Peano-aritmetkara. A
Peano-aritmetika — mire? Mi lesz az els6 szem az egyre alapvet6bb
elméletek lancaban?

Az els6 lancszem megbizhatdsdga nem vezethetd vissza mas, még
alapvetébb elméletekére. Onmagaban kell megbizhaténak lennie,
olyan okoknal fogva, emelyek az elmélet tartalmara vonatkoznak.
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Az els6 lancszem megbizhatdsdga nem vezethetd vissza mas, még
alapvetébb elméletekére. Onmagaban kell megbizhaténak lennie,
olyan okoknal fogva, emelyek az elmélet tartalmara vonatkoznak.
Ez az elsé 1épés vagy lancszem csak véges, szamunkra
szemléletiinkben adott objektumokra vonatkozo érvelést
tartalmazhat, amely csak finit érvelési szabdlyokra tamaszkodik.
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Az els6 lancszem problémaja

A geometria visszavezetheté a valds szamok elméletére. A valds
szamok elmélete visszavezethet6 a Peano-aritmetkara. A
Peano-aritmetika — mire? Mi lesz az els6 szem az egyre alapvet6bb
elméletek lancaban?

Az els6 lancszem megbizhatdsdga nem vezethetd vissza mas, még
alapvetébb elméletekére. Onmagaban kell megbizhaténak lennie,
olyan okoknal fogva, emelyek az elmélet tartalmara vonatkoznak.

Ez az elsé 1épés vagy lancszem csak véges, szamunkra
szemléletiinkben adott objektumokra vonatkozo érvelést
tartalmazhat, amely csak finit érvelési szabdlyokra tamaszkodik.

Erre az elsé ldancszemre elképzelhet6 jelolt a természetes szamok
aritmetikdjanak egy toredéke, korlatozott logikaval (korldtos
kvantorok). Egy ilyen elméleten beliil kellene elsének bizonyitani
az egész Peano-aritmetika konzisztencigjat.
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Kockazat a logikaban és az aritmetikdban

Transzfinit 1épés a logikdban: Egzisztencidlis megjelenités, ill.
univerzalis altalanositas.
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Kockazat a logikaban és az aritmetikdban

Transzfinit 1épés a logikdban: Egzisztencidlis megjelenités, ill.
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Hilbert a logika kockézatos alkotérészét az e-operator
bevezetésével formalizalja, A(x) — A(eA(x)) a hozza tartozé
transzfinit axiéma.

A hallgatdlagos univerzdlis dltaldnositéds dltaldnossagban
megengedett. Az univerzalis megjelenités és az egzisztencialis
altalanositas nem szamit kockazatosnak.

Az aritmetika kockazatos eleme a teljes indukcid. Az
(A(0) A Vx(A(x) = A(x))) — VxA(x)

indukciés séma csak olyan esetekben hasznalhatd, amikor A(x)-ben
nincs kotott valtozd
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Ackermann bebizonyitja
@ az indukcio nélkiili Peano-aritmetika konzisztencigjat,

© aztan a Peano-aritmetika konzisztenciajat uigy, hogy az
indukciot a kotott valtozo nélkiili esetre korldtozzuk.
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Kovetkezik a Hilbert-iskola eredményeinek vazlatos bemutatéasa.
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