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A masodik nem-teljességi tétel hatdsa
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A masodik nem-teljességi tétel hatdsa

@ Godel: ,Szeretném leszégezni, hogy [ez a tétel] nem mond
ellent Hilbert formalista felfogdsanak. Ez a nézet csak azt
feltételezi, hogy van olyan konzisztenciabizonyitds, amely
kizarélag finitista bizonyitasi modszereket haszndl, és
elképzelhetd, hogy vannak finitista bizonyitasok, amelyeket
nem lehet kifejezni a[z elsérend(i Peano-aritmetika]
formalizmus[4]ban.” (A nem-teljességi tételeket kozl6
cikkben.)
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A masodik nem-teljességi tétel hatdsa

@ Godel: ,Szeretném leszégezni, hogy [ez a tétel] nem mond
ellent Hilbert formalista felfogdsanak. Ez a nézet csak azt
feltételezi, hogy van olyan konzisztenciabizonyitds, amely
kizarélag finitista bizonyitasi modszereket haszndl, és
elképzelhetd, hogy vannak finitista bizonyitasok, amelyeket
nem lehet kifejezni a[z elsérend(i Peano-aritmetika]
formalizmus[4]ban.” (A nem-teljességi tételeket kozl6
cikkben.)

e Neumann: ,Igy ma azon a véleményen vagyok, hogy

@ Godel megmutatta Hilbert programjanak
megvaldsithatatlansagat;

© nem marad indokunk az intuicionizmus elvetésére (ha
figyelmen kiviil hagyjuk az esztétikai kérdést, aminek a
gyakorlatban szdmomra is dont6 jelentGsége van).”

(Levél Carnaphoz, 1931)

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.
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A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.

Tehdt ‘0 = 0” nem vezethet§ le.
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A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.

Tehdt ‘0 = 0” nem vezethet§ le.

Definicidk:
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A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.

Tehat ‘0 = 0”” nem vezethet§ le.

Definicidk:

Numerikus terminusok és formuldk: nincsenek valtozdk, sem
logikai konstansok, kivéve az egyenléségijelet.
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A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.

Tehat ‘0 = 0”” nem vezethet§ le.

Definicidk:

Numerikus terminusok és formuldk: nincsenek valtozdk, sem
logikai konstansok, kivéve az egyenléségijelet.

Verifikalhat6 formulak:

@ nincsenek kotott valtozok;

@ ha a szabad véltozdkat szamjelekkel helyettesitjiik, igaz
numerikus formuldkat kapunk.
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A PA konzisztencidja — Gentzen bizonyitdsa, Kalmar

atfogalmazasaban

Azt akarjuk bizonyitani, hogy minden, a rendszerben levezethet6
numerikus formula igaz.

Tehat ‘0 = 0”” nem vezethet§ le.

Definicidk:

Numerikus terminusok és formuldk: nincsenek valtozdk, sem
logikai konstansok, kivéve az egyenléségijelet.

Verifikalhat6 formulak:

@ nincsenek kotott valtozok;

@ ha a szabad véltozdkat szamjelekkel helyettesitjiik, igaz
numerikus formuldkat kapunk.

Az indukciés axiomak kivételével axidémdink mind verifikdlhatd
formuldk, és csak ennyit tételeziink fel réluk.
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El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).
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El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).

@ Kiiszoboljiik ki az univerzalis kvantifikacidkat.

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).

@ Kiiszoboljiik ki az univerzalis kvantifikacidkat.
@ Rendezziik el egy faba a levezetést a kézenfekvé modon.
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El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).

@ Kiiszoboljiik ki az univerzalis kvantifikacidkat.

@ Rendezziik el egy faba a levezetést a kézenfekvé modon.

o Minden formula annyi példdnyban fordul eld, ahdnyszor
felhasznaljuk a levezetésben. Azaz a csomépontok
formulapélddnyok.
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El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).

@ Kiiszoboljiik ki az univerzalis kvantifikacidkat.

@ Rendezziik el egy faba a levezetést a kézenfekvé modon.

o Minden formula annyi példdnyban fordul eld, ahdnyszor
felhasznaljuk a levezetésben. Azaz a csomépontok
formulapélddnyok.

o A gyokérpont a zaréformula.
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El6készitd 1épések 1.

Tekintsiik egy tetsz6leges numerikus formula levezetését (ez lesz a
zar6formula).

@ Kiiszoboljiik ki az univerzalis kvantifikacidkat.

@ Rendezziik el egy faba a levezetést a kézenfekvé modon.

o Minden formula annyi példdnyban fordul eld, ahdnyszor
felhasznaljuk a levezetésben. Azaz a csomépontok
formulapélddnyok.

o A gyokérpont a zaréformula.

o Minden levél a kovetkezd tipusok valamelyikébe tartozik:

© Kijelentéslogikai igazsdgok (tautoldgidk)

@ 3-axiémak: A(t) — IrA(r)

© Egyenl6ségi formuldk: r =s — (A(r) — A(s))
@ \Verifikdlhat6 formuldk

© Indukcids axiémék
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El6készitd 1épések 2.
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El6készitd 1épések 2.

@ Helyettesitsiink minden
A(0) = Ye(A(e) = A()) — A(a)

indukcids axidmat az aldbbi (I) kdvetkeztetési séma egy

alkalmazéasaval:
A(0)  A(c) —A()

Aa)
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El6készitd 1épések 2.

@ Helyettesitsiink minden
A(0) = Ye(A(e) = A()) — A(a)

indukcids axidmat az aldbbi (I) kdvetkeztetési séma egy

alkalmazéasaval:
A(0)  A(c) —A()

Aa)

Az alabbi 3 kovetkeztetési szabdlyt hasznaljuk:
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El6készitd 1épések 2.

@ Helyettesitsiink minden
A(0) = Ye(A(e) = A()) — A(a)

indukcids axidmat az aldbbi (I) kdvetkeztetési séma egy

alkalmazéasaval:
A(0)  A(c) —A()

Aa)

Az alabbi 3 kovetkeztetési szabdlyt hasznaljuk:
o Levalasztas

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



El6készitd 1épések 2.

@ Helyettesitsiink minden
A(0) = Ye(A(e) = A()) — A(a)

indukcids axidmat az aldbbi (I) kdvetkeztetési séma egy

alkalmazéasaval:
A(0)  A(c) —A()

Aa)

Az alabbi 3 kovetkeztetési szabdlyt hasznaljuk:
o Levalasztas

o I-séma, mint fent
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El6készitd 1épések 2.

@ Helyettesitsiink minden
A(0) = Ye(A(e) = A()) — A(a)

indukcids axidmat az aldbbi (I) kdvetkeztetési séma egy

alkalmazéasaval:
A(0)  A(c) —A()

Aa)

Az alabbi 3 kovetkeztetési szabdlyt hasznaljuk:
o Levalasztas
o I-séma, mint fent

@ J-séma:
B(c)—> A

dxB(x) - A
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A bizonyitasi fa atalakitdsa (stratégia)
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A bizonyitasi fa atalakitdsa (stratégia)

Egy hosszu és néha triikkos szamitasbdl kideriil, hogy a bizonyitasi
fat atalakithatjuk olyan favd, amely a zar6formulat verifikalhato
formulak behelyettesitéseibdl és tautologiakbdl vezeti le (ezek
vannak a leveleknél), és csak a levalasztdst hasznalja
kovetkeztetési szabalyként.
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A bizonyitasi fa atalakitdsa (stratégia)

Egy hosszu és néha triikkos szamitasbdl kideriil, hogy a bizonyitasi
fat atalakithatjuk olyan favd, amely a zar6formulat verifikalhato
formulak behelyettesitéseibdl és tautologiakbdl vezeti le (ezek
vannak a leveleknél), és csak a levalasztdst hasznalja
kovetkeztetési szabalyként.

A zaréformulat az atalakitott faban verifikalt numerikus
egyenlGségekbdl (az axiomak behelyettesitéseibdl) vezetjiik le,
kizarélag kijelentéslogikat alkalmazva. Tehat semmi okunk
kételkedni benne.
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Kikiiszobolési 1épések
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Kikiiszobolési 1épések

Az étalakitds lépéseinek két lényeges tipusa a kovetkez6:
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Kikiiszobolési 1épések

Az étalakitds lépéseinek két lényeges tipusa a kovetkez6:

o Az I-kovetkeztetések kikiiszobolése. Ezeket csak konkrét
szamokrdl — mondjuk a 3-rdl — sz416 igazsagok levezetésére
hasznaljuk. Tehat helyettesiteni tudjuk a 0-rél 1-re, 1-rél 2-re,
2-1r6] 3-ra valé kovetkeztetéssel.
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Kikiiszobolési 1épések

Az étalakitds lépéseinek két lényeges tipusa a kovetkez6:

o Az I-kovetkeztetések kikiiszobolése. Ezeket csak konkrét
szamokrdl — mondjuk a 3-rdl — sz416 igazsagok levezetésére
hasznaljuk. Tehat helyettesiteni tudjuk a 0-rél 1-re, 1-rél 2-re,
2-1r6] 3-ra valé kovetkeztetéssel.

o Villak kikiiszobolése. Villanak a kovetkez6 konfiguraciot
nevezziik: Valahol az 3-sémaval bevezetiink egy
egzisztencidlis kvantifikdcidt, és ugyanez a formula el6fordul
valamelyik levélnél lev6 J-axidma utdtegjaként. A relevans
egzisztencidlis kvantort tartalmazo formuldk ilyen parokban
fordulnak elé. A két formulabdl kiindulé utaknak valahol
taldlkozniuk kell a zaréformula elétt, mert kiilonben a
zaroformulaban kvantifikacid lenne. A villak is
helyettesithetéek kijelentéslogikai bizonyitasi fakkal.
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Mi van hatra?

Azt kell még bizonyitani, hogy barmely numerikus formula
bizonyitasabdl az I-kikiiszobolés éa a villa-kikiiszobolés véges
sokszori ismételt alkalmazdsdval el lehet jutni ilyen atalakitott
bizonyitési fahoz. Ez az a része a bizonyitasnak, amelyet nem lehet
formalizalni az els6rendii Peano-aritmetikaban.
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0 — w-alakzatok

Rekurzivan definidljuk az 0 — w-alakzatokat és egyuttal a fokokba
valo beosztasukat és egy < rendezést kozottiik. Ezek valdjaban
bizonyos megszamlalhaté rendszamok, szemléletes formaban —
rendszdmoknak is nevezziik éket.
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0 — w-alakzatok

Rekurzivan definidljuk az 0 — w-alakzatokat és egyuttal a fokokba
valo beosztasukat és egy < rendezést kozottiik. Ezek valdjaban
bizonyos megszamlalhaté rendszamok, szemléletes formaban —
rendszdmoknak is nevezziik éket.

@ Az elsé és legkisebb alakzat a ‘0’, az egyetlen 0 foku alakzat.

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



0 — w-alakzatok

Rekurzivan definidljuk az 0 — w-alakzatokat és egyuttal a fokokba
valo beosztasukat és egy < rendezést kozottiik. Ezek valdjaban
bizonyos megszamlalhaté rendszamok, szemléletes formaban —
rendszdmoknak is nevezziik éket.

@ Az elsé és legkisebb alakzat a ‘0’, az egyetlen 0 foku alakzat.

e Az elséfokd alakzatok nem iires w® + w® + ... + w° alakd
osszeg(kifejezés)ek. A rovidebb a kisebb, és a 0 mindnél
kisebb.

w? helyett irhatunk 1-et, az r hossztisagu 6sszeg helyett pedig
r-t.
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,
e a; k fokd;

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség




0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,

e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar

bevezettiink.
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,

e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar

bevezettiink.

A < Kkiterjesztése a k + 1 fokra:
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,

e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar

bevezettiink.
A < Kkiterjesztése a k + 1 fokra:

@ A k+ 1 foku alakzatok mind nagyobbak, mint az el6z6
fokokba tartozo alakzatok.
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,
e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar
bevezettiink.

A < Kkiterjesztése a k + 1 fokra:

@ A k+ 1 foku alakzatok mind nagyobbak, mint az el6z6
fokokba tartozo alakzatok.
@ Egy k + 1 fokd a alakzat nagyobb, mint egy madsik, b, hha
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tth. a k fokig mdar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,
e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar
bevezettiink.

A < Kkiterjesztése a k + 1 fokra:
@ A k+ 1 foku alakzatok mind nagyobbak, mint az el6z6
fokokba tartozo alakzatok.
@ Egy k + 1 fokd a alakzat nagyobb, mint egy madsik, b, hha

e az elso kitevd, amelyben kiilonboznek, nagyobb a-ban, mint
b-ben;
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0 — w-alakzatok, folytatas

o Tfh. a k fokig mar bevezettiik az alakzatokat és a
rendezésiiket. Egy

WM+ 02+ .+ (r#£0)

alaku kifejezés k + 1 fokd, hha
e aa,..a, kifejezések mind < k fokuak,
e a; k fokd;
e a; >a, > ... > a, arendezés szerint, amit a k fokig mar
bevezettiink.

A < Kkiterjesztése a k + 1 fokra:
@ A k+ 1 foku alakzatok mind nagyobbak, mint az el6z6
fokokba tartozo alakzatok.
@ Egy k + 1 fokd a alakzat nagyobb, mint egy madsik, b, hha
e az elso kitevd, amelyben kiilonboznek, nagyobb a-ban, mint

b-ben;
e vagy ha ilyen nincs, akkor a folytatasa b-nek.
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz

Az eredeti (az el6készit6 1épések utani) bizonyitasi fa
csomopontjait megcimkézziik 0 — w-alakzatokkal, roviden
rendszamokkal.
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz

Az eredeti (az el6készit6 1épések utani) bizonyitasi fa
csomopontjait megcimkézziik 0 — w-alakzatokkal, roviden
rendszamokkal.

A leveleknél kezdjiik és 1épésrél-1épésre kdvetjiik a bizonyitast.
Minden csomdpont rendszama a kozvetlen el6zménye(i)nek a
rendszamatol fiigg. A végén eljutunk a zaréformula rendszamédhoz
— ez lesz a bizonyitds rendszdma.
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz

Az eredeti (az el6készit6 1épések utani) bizonyitasi fa
csomopontjait megcimkézziik 0 — w-alakzatokkal, roviden
rendszamokkal.

A leveleknél kezdjiik és 1épésrél-1épésre kdvetjiik a bizonyitast.
Minden csomdpont rendszama a kozvetlen el6zménye(i)nek a
rendszamatol fiigg. A végén eljutunk a zaréformula rendszamédhoz
— ez lesz a bizonyitds rendszdma.

Megmutatjuk, hogy a kikiiszobolési 1épések (szigortian) csokkentik
a bizonyitas rendszamat.
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz

Az eredeti (az el6készit6 1épések utani) bizonyitasi fa
csomopontjait megcimkézziik 0 — w-alakzatokkal, roviden
rendszamokkal.

A leveleknél kezdjiik és 1épésrél-1épésre kdvetjiik a bizonyitast.
Minden csomdpont rendszama a kozvetlen el6zménye(i)nek a
rendszamatol fiigg. A végén eljutunk a zaréformula rendszamédhoz
— ez lesz a bizonyitds rendszdma.

Megmutatjuk, hogy a kikiiszobolési 1épések (szigortian) csokkentik
a bizonyitas rendszamat.

A bizonyitas utolsé 1épése (kovetkez6 didk): megmutatjuk, hogy a
rendszamaink nem alkothatnak szigoruan csokkené végtelen
sorozatot.
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Rendszamokat rendeliink a bizonyitdsi fa

csomopontjaihoz

Az eredeti (az el6készit6 1épések utani) bizonyitasi fa
csomopontjait megcimkézziik 0 — w-alakzatokkal, roviden
rendszamokkal.

A leveleknél kezdjiik és 1épésrél-1épésre kdvetjiik a bizonyitast.
Minden csomdpont rendszama a kozvetlen el6zménye(i)nek a
rendszamatol fiigg. A végén eljutunk a zaréformula rendszamédhoz
— ez lesz a bizonyitds rendszdma.

Megmutatjuk, hogy a kikiiszobolési 1épések (szigortian) csokkentik
a bizonyitas rendszamat.

A bizonyitas utolsé 1épése (kovetkez6 didk): megmutatjuk, hogy a
rendszamaink nem alkothatnak szigoruan csokkené végtelen
sorozatot.

Tehat az atalakitott fat el tudjuk érni véges sok 1épésben.
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Leszalléan véges rendszamok

Egy rendszam leszdlléan véges, ha nem létezik rendszamoknak
olyan végtelen csokkend sorozata, amely vele kezd6dik.
Indukcidval bebizonyitjuk, hogy minden rendszdm leszdlléan véges.
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Leszalléan véges rendszamok

Egy rendszam leszdlléan véges, ha nem létezik rendszamoknak
olyan végtelen csokkend sorozata, amely vele kezd6dik.
Indukcidval bebizonyitjuk, hogy minden rendszdm leszdlléan véges.

@ A0 és 1 fokt rendszamok nyilvanvaldan leszall6an végesek.
(Az 1 fok esetében ehhez mér indukcidra van sziikség.)
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Egy rendszam leszdlléan véges, ha nem létezik rendszamoknak
olyan végtelen csokkend sorozata, amely vele kezd6dik.
Indukcidval bebizonyitjuk, hogy minden rendszdm leszdlléan véges.

@ A0 és 1 fokt rendszamok nyilvanvaldan leszall6an végesek.
(Az 1 fok esetében ehhez mér indukcidra van sziikség.)

@ Tegyiik fel, hogy minden k > 1-nél nem nagyobb fokd
rendszam leszdlléan véges. Azt kell megmutatnunk, hogy
akkor minden k + 1 fokd rendszam is leszalléan véges.
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Leszalléan véges rendszamok

Egy rendszam leszdlléan véges, ha nem létezik rendszamoknak
olyan végtelen csokkend sorozata, amely vele kezd6dik.
Indukcidval bebizonyitjuk, hogy minden rendszdm leszdlléan véges.

@ A0 és 1 fokt rendszamok nyilvanvaldan leszall6an végesek.
(Az 1 fok esetében ehhez mér indukcidra van sziikség.)

@ Tegyiik fel, hogy minden k > 1-nél nem nagyobb fokd
rendszam leszdlléan véges. Azt kell megmutatnunk, hogy
akkor minden k + 1 fokd rendszam is leszalléan véges.

@ Elég beldtni, hogy minden «w® alaku rendszam (ahol a foka k)
leszalléan véges.
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Leszalléan véges rendszamok

Egy rendszam leszdlléan véges, ha nem létezik rendszamoknak
olyan végtelen csokkend sorozata, amely vele kezd6dik.
Indukcidval bebizonyitjuk, hogy minden rendszdm leszdlléan véges.

@ A0 és 1 fokt rendszamok nyilvanvaldan leszall6an végesek.
(Az 1 fok esetében ehhez mér indukcidra van sziikség.)

@ Tegyiik fel, hogy minden k > 1-nél nem nagyobb fokd
rendszam leszdlléan véges. Azt kell megmutatnunk, hogy
akkor minden k + 1 fokd rendszam is leszalléan véges.

@ Elég beldtni, hogy minden «w® alaku rendszam (ahol a foka k)
leszalléan véges.

@ Vegylink egy w“-val kezd6dé leszdlld sorozatot. Ennek elsé
tagja c = w™ + w* + ...+ w%, ahol a; < a. Azt kell
bizonyitani, hogy c leszalléan véges.
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Leszdlloan véges rendszamok, folytatas
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Leszdlloan véges rendszamok, folytatas

@ ¢ nem nagyobb, mint w® + w® + ... + W™ (réviden w® -r).
Igy ha van egy lesz4llé lancunk c-bél, akkor kaphatunk egy
leszallS lancot w® - r-bél, csak ezt az utébbit kell a lanc
elejére tenni. Tehat ha w® - r leszalléan véges, akkor w? is.
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Leszdlloan véges rendszamok, folytatas

@ ¢ nem nagyobb, mint w® + w® + ... + W™ (réviden w® -r).
Igy ha van egy lesz4llé lancunk c-bél, akkor kaphatunk egy
leszallS lancot w® - r-bél, csak ezt az utébbit kell a lanc
elejére tenni. Tehat ha w® - r leszalléan véges, akkor w? is.

@ Ha a w® rendszam leszalléan véges, akkor w® - r is az. (Még
egy indukcids részbizonyitas.)

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



Leszdlloan véges rendszamok, folytatas

@ ¢ nem nagyobb, mint w® + w® + ... + W™ (réviden w® -r).
Igy ha van egy lesz4llé lancunk c-bél, akkor kaphatunk egy
leszallS lancot w® - r-bél, csak ezt az utébbit kell a lanc
elejére tenni. Tehat ha w® - r leszalléan véges, akkor w? is.

@ Ha a w® rendszam leszalléan véges, akkor w® - r is az. (Még
egy indukcids részbizonyitas.)

o Tehat w? leszalléan véges voltat visszavezettiik arra, hogy w®
az, ahol a; < a. Ezt a megfontolast ismételve, egy
a> aj > a,... csokkend sorozathoz jutunk, ahol az elsé tag
foka k, tehat a feltevés szerint a sorozat véges.
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Leszdlloan véges rendszamok, folytatas

@ ¢ nem nagyobb, mint w® + w® + ... + W™ (réviden w® -r).
Igy ha van egy lesz4llé lancunk c-bél, akkor kaphatunk egy
leszallS lancot w® - r-bél, csak ezt az utébbit kell a lanc
elejére tenni. Tehat ha w® - r leszalléan véges, akkor w? is.

@ Ha a w® rendszam leszalléan véges, akkor w® - r is az. (Még
egy indukcids részbizonyitas.)

o Tehat w? leszalléan véges voltat visszavezettiik arra, hogy w®
az, ahol a; < a. Ezt a megfontolast ismételve, egy
a> aj > a,... csokkend sorozathoz jutunk, ahol az elsé tag
foka k, tehat a feltevés szerint a sorozat véges.

@ Az utolsé tag foka 0 vagy 1, mert kiilonben folytatni lehetne a
sorozatot. De a 0 és az 1 foku rendszamok leszalléan végesek.
Ezzel kész a bizonyitas.
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Osszefoglalas
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?

Megkaptuk a Peano-aritmetika megbizhatésdgat azon az 4ron, ha
elfogadjuk a fenti indukciét.
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?

Megkaptuk a Peano-aritmetika megbizhatésdgat azon az 4ron, ha
elfogadjuk a fenti indukciét.

Bizonyitasunk nem-formalis érvelés véges szintaktikai
objektumokrol,
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?

Megkaptuk a Peano-aritmetika megbizhatésdgat azon az 4ron, ha
elfogadjuk a fenti indukciét.

Bizonyitasunk nem-formalis érvelés véges szintaktikai
objektumokroél, amelyek transzfinit sorozatba vannak rendezve.
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?

Megkaptuk a Peano-aritmetika megbizhatésdgat azon az 4ron, ha
elfogadjuk a fenti indukciét.

Bizonyitasunk nem-formalis érvelés véges szintaktikai
objektumokroél, amelyek transzfinit sorozatba vannak rendezve.

Az els6rendli Peano-bizonyitasok a fenti formalizalasban kétféle
ytranszfinit” eszkozt hasznalnak: 3-kovetkeztetést és induktiv
kovetkeztetést. Metanyelvi bizonyitasunk azt mutatta meg, hogy
mindketté kikiiszobolhetd, de a kikiiszobolési eljaras végessége
csak az indukcié egy er6sebb formajaval volt bizonyithatd.
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Osszefoglalas

Annak az allitdsnak a bizonyitdsa, hogy nincs végtelen leszalld
rendszam-sorozat az a része a bizonyitasnak, amely nem
formalizalhat6 PA-ban.

Finit bizonyitas-e? Mas szdval: mit is nyertiink ezzel a
bizonyitassal?

Megkaptuk a Peano-aritmetika megbizhatésdgat azon az 4ron, ha
elfogadjuk a fenti indukciét.

Bizonyitasunk nem-formalis érvelés véges szintaktikai
objektumokroél, amelyek transzfinit sorozatba vannak rendezve.

Az els6rendli Peano-bizonyitasok a fenti formalizalasban kétféle
ytranszfinit” eszkozt hasznalnak: 3-kovetkeztetést és induktiv
kovetkeztetést. Metanyelvi bizonyitasunk azt mutatta meg, hogy
mindketté kikiiszobolhetd, de a kikiiszobolési eljaras végessége
csak az indukcié egy er6sebb formajaval volt bizonyithatd.

A bizonyitasban egyébként nem hasznaltunk 3-kovetkeztetést
(vagy a vele egyenértékii egzisztencidlis megjelenitést.
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Az eldontésprobléma és a megdlldsi probléma
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Az eldontésprobléma és a megdlldsi probléma

Valaki azt allitja, hogy egy elsérend( logikaban formalizalt
kovetkeztetés egy T' véges premisszahalmazbdl egy C konklizidra
helyes. Adjunk meg algoritmust anak ellen6rzésére, hogy igy
van-e. (Hilbert-Ackermann, 1928)
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Az eldontésprobléma és a megdlldsi probléma

Valaki azt allitja, hogy egy elsérend( logikaban formalizalt
kovetkeztetés egy T' véges premisszahalmazbdl egy C konklizidra
helyes. Adjunk meg algoritmust anak ellen6rzésére, hogy igy
van-e. (Hilbert-Ackermann, 1928)

Ha elsérendi logika helyett kijelentéslogikara szoritkozunk, akkor
az igazsagtdblazatok mddszere megfelel.
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az igazsagtdblazatok mddszere megfelel.

Mi az, hogy algoritmus? Church-Turing tézis: az, ami rekurziv
fligvényekkel, illetve Turing-géppel modellezhetd.
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Ha elsérendi logika helyett kijelentéslogikara szoritkozunk, akkor
az igazsagtdblazatok mddszere megfelel.

Mi az, hogy algoritmus? Church-Turing tézis: az, ami rekurziv
fligvényekkel, illetve Turing-géppel modellezhetd.

Eredmény (Church, Turing, masok): vannak algoritmussal el nem
donthetd problémahalmazok. Ilyen az elsérendii logikaban az
érvényesség, vagy a diophantoszi egyenletek megoldhatésaga,
vagy a megallasprobléma.

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



Az eldontésprobléma és a megdlldsi probléma

Valaki azt allitja, hogy egy elsérend( logikaban formalizalt
kovetkeztetés egy T' véges premisszahalmazbdl egy C konklizidra
helyes. Adjunk meg algoritmust anak ellen6rzésére, hogy igy
van-e. (Hilbert-Ackermann, 1928)

Ha elsérendi logika helyett kijelentéslogikara szoritkozunk, akkor
az igazsagtdblazatok mddszere megfelel.

Mi az, hogy algoritmus? Church-Turing tézis: az, ami rekurziv
fligvényekkel, illetve Turing-géppel modellezhetd.

Eredmény (Church, Turing, masok): vannak algoritmussal el nem
donthetd problémahalmazok. Ilyen az elsérendii logikaban az
érvényesség, vagy a diophantoszi egyenletek megoldhatésaga,
vagy a megallasprobléma.

Megallasprobléma: egy adott (kédszamu) algoritmus egy adott
bemenetre ad-e kimenetet, vagy végtelen sokaig jar?
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A megdllasprobléma, informdlisan

Mété Andrés Konzisztencia, eldonthetetlenség



A megdllasprobléma, informdlisan

Vegyiik azokat az algoritmusokat, amelyek (parcidlis) természetes
szam-fiiggvényeket szdmitanak ki. Kédoljuk mindegyiket egy
természetes szammal. Ertelmezziik a kovetkez6 kétvaltozos
fliggvényt:

®(w,x) = aw kddszamu algoritmus eredménye az x inputra

& nincs értelmezve, ha w nem kdédszam, vagy ha az adott
algoritmus az adott inputra nem ad outputot.
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A megdllasprobléma, informdlisan

Vegyiik azokat az algoritmusokat, amelyek (parcidlis) természetes
szam-fiiggvényeket szdmitanak ki. Kédoljuk mindegyiket egy
természetes szammal. Ertelmezziik a kdvetkez6 kétvaltozos

fliggvényt:
®(w,x) = aw kddszamu algoritmus eredménye az x inputra

& nincs értelmezve, ha w nem kdédszam, vagy ha az adott
algoritmus az adott inputra nem ad outputot.

® kiszamithaté fiiggvény, és szimulalja az 6sszes kiszamithatd
egyvaltozos fiiggvényt, abban az értelemben, hogy minden f
kiszamithato fliggvénynek van egy e kédszama, és barmely x-re

fx) = 2(e,x)
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A megdllasprobléma, informdlisan

Vegyiik azokat az algoritmusokat, amelyek (parcidlis) természetes
szam-fiiggvényeket szdmitanak ki. Kédoljuk mindegyiket egy
természetes szammal. Ertelmezziik a kdvetkez6 kétvaltozos

fliggvényt:
®(w,x) = aw kddszamu algoritmus eredménye az x inputra

& nincs értelmezve, ha w nem kdédszam, vagy ha az adott
algoritmus az adott inputra nem ad outputot.

® kiszamithaté fiiggvény, és szimulalja az 6sszes kiszamithatd
egyvaltozos fiiggvényt, abban az értelemben, hogy minden f
kiszamithato fliggvénynek van egy e kédszama, és barmely x-re

fx) = 2(e,x)

Roviditse ®(w,x) | azt az 4llitast, hogy a w kddszamu algoritmus
az x inputra ad outputot, ®(w,x) T azt, hogy nem.
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Tovabbi definicidk
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Tovabbi definicidk

Legyen [e] az e természetes szammal kédolt algoritmus 4ltal
kiszdmitott fliggvény (ha van ilyen).

ATO],[17,[21,...sorozat felsorolja az Gsszes kiszdmithatd
fliggvényt.

Ha f algoritmusanak kédszama w, akkor [w](x) = f(x) = ®(w.x)
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kiszdmitott fliggvény (ha van ilyen).

ATO],[17,[21,...sorozat felsorolja az Gsszes kiszdmithatd
fliggvényt.
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A H megallasi relacio:

H(w,x) hha [w](x) |
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Tovabbi definicidk

Legyen [e] az e természetes szammal kédolt algoritmus 4ltal
kiszdmitott fliggvény (ha van ilyen).
ATO],[17,[21,...sorozat felsorolja az Gsszes kiszdmithatd

fliggvényt.
Ha f algoritmusanak kédszama w, akkor [w](x) = f(x) = ®(w.x)

A H megallasi relacio:
H(w,x) hha [w](x) |
H karakterisztikus fliggvénye a

1, ha H(w,x)

Crlw,x) :{ 0, ha ~H(w,x)

fliggvény. A megallasprobléma eldonthet6sége pontosan annyit
jelentene, hogy Cy kiszdmithatd.
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megallasprobléma eldonthetetlen.
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megélldsprobléma eldonthetetlen.
Tth. Cy kiszamithaté. Akkor kiszamithato ez az f fiiggvény is:

f(n) =1, ha Cy(n,n) = 0, maskor nincs értelmezve
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megélldsprobléma eldonthetetlen.
Tth. Cy kiszamithaté. Akkor kiszamithato ez az f fiiggvény is:

f(n) =1, ha Cy(n,n) = 0, maskor nincs értelmezve

Legyen az f-et kiszamito algoritmus P, a kodszama e. Két eset van:
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megélldsprobléma eldonthetetlen.
Tth. Cy kiszamithaté. Akkor kiszamithato ez az f fiiggvény is:

f(n) =1, ha Cy(n,n) = 0, maskor nincs értelmezve

Legyen az f-et kiszamito algoritmus P, a kodszama e. Két eset van:

1. Cy(e,e) =0 Akkor f(e) =1 = [e](e), ezért H(e,e) fennall.
Ezek szerint Cy(e,e) = 1, ellentmondas.
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megélldsprobléma eldonthetetlen.
Tth. Cy kiszamithaté. Akkor kiszamithato ez az f fiiggvény is:

f(n) =1, ha Cy(n,n) = 0, maskor nincs értelmezve

Legyen az f-et kiszamito algoritmus P, a kodszama e. Két eset van:
1. Cy(e,e) =0 Akkor f(e) =1 = [e](e), ezért H(e,e) fennall.
Ezek szerint Cy(e,e) = 1, ellentmondas.
2. Cyl(e,e) = 1. Akkor f nincs értelmezve e-re, tehat [e](e) nem
ad outputot. Kovetkezésképp Cy(e,e) = 0, megint
ellentmondas.
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A Turing-tétel

Tétel (TURING 1936) A megélldsprobléma eldonthetetlen.
Tth. Cy kiszamithaté. Akkor kiszamithato ez az f fiiggvény is:

f(n) =1, ha Cy(n,n) = 0, maskor nincs értelmezve

Legyen az f-et kiszamito algoritmus P, a kodszama e. Két eset van:
1. Cy(e,e) =0 Akkor f(e) =1 = [e](e), ezért H(e,e) fennall.
Ezek szerint Cy(e,e) = 1, ellentmondas.

2. Cyl(e,e) = 1. Akkor f nincs értelmezve e-re, tehat [e](e) nem
ad outputot. Kovetkezésképp Cy(e,e) = 0, megint
ellentmondas.

Tehdt C; nem lehet kiszdmithatd.
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