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Bertrand Russell (1872-1970)

Matematikus, logikus, filozoéfus, kozéleti személyiség ...
Irodalmi Nobel-dijas (1950)
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Russell logicizmusa

Russell hibas kor-elve (VCP):
,,Ami magdban foglalja egy 6sszesség egészét, az nem lehet
tagjia az Osszességnek”, vagy forditva: ,,Ha feltételeznénk,
hogy egy bizonyos Osszességnek van egy Osszege, akkor
az Osszességnek volndnak olyan tagjai, amelyek csak erre
az Osszegre hivatkozva definidlhatok, akkor az emlitett
Osszességnek nincs dsszege.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908
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Russell logicizmusa

Russell hibas kor-elve (VCP):
,,Ami magdban foglalja egy 6sszesség egészét, az nem lehet
tagjia az Osszességnek”, vagy forditva: ,,Ha feltételeznénk,
hogy egy bizonyos Osszességnek van egy Osszege, akkor
az Osszességnek volndnak olyan tagjai, amelyek csak erre
az Osszegre hivatkozva definidlhatok, akkor az emlitett
Osszességnek nincs dsszege.

A tipuselméletre alapozott matematikai logika”, 1908

Megszorito elv a megengedhetd definiciokra. Kikiiszoboli a
Russell-paradoxont, a Hazug, a ...bet(ivel nem definidlhat6 egész
szam, a Richard- és a hiperjaték-paradoxont. Nem kiisz6boli ki a
Yablo-paradoxont.(?)
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Predikativitas

Egy definicié impredikativ, ha tartalmaz olyan osztaly feletti
kvantifikdciot, amelybe beletartozik a definidlandé dolog.
Predikativ a ,4asik esetben. Nem formaélisan: azok a definicidk
predikativak amelyek nem sértik a VCP elvet.
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A ,természetes szam” predikatum egy kézenfekvé (fregeanus)
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N(n) 4o Yo ((0(0) A ¥x(p(x) = p(x))) = (1))
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Predikativitas

Egy definicié impredikativ, ha tartalmaz olyan osztaly feletti
kvantifikdciot, amelybe beletartozik a definidlandé dolog.
Predikativ a ,4asik esetben. Nem formaélisan: azok a definicidk
predikativak amelyek nem sértik a VCP elvet.

A ,természetes szam” predikatum egy kézenfekvé (fregeanus)
definicidja:

N(n) 4o Yo ((0(0) A ¥x(p(x) = p(x))) = (1))

Impredikativ, mert N a ¢ valtozd lehetséges értékei kozé tartozik.
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Russelli tipusok

Tipuselmélet: a VCP technikai megvaldsitasa.
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Russelli tipusok

Tipuselmélet: a VCP technikai megvaldsitasa.
LAmi tartalmaz egy ldtszélagos [= kétott | vdltozdt, az nem
lehet értéke ennek a vdltozonak.” Tehdt ami tartalmaz egy
ldtszélagos vdltozdt, annak mds tipusba kell tartoznia, mint
a vdltozo lehetséges értékeinek; azt fogjuk mondani, hogy
magasabb tipusba tartozik.
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értéke”.

Mété Andrés Russell, Ramsey



Russelli tipusok

Tipuselmélet: a VCP technikai megvaldsitasa.
LAmi tartalmaz egy ldtszélagos [= kétott | vdltozdt, az nem
lehet értéke ennek a vdltozonak.” Tehdt ami tartalmaz egy
ldtszélagos vdltozdt, annak mds tipusba kell tartoznia, mint
a vdltozo lehetséges értékeinek; azt fogjuk mondani, hogy
magasabb tipusba tartozik.

Tipus: egy kotott valtozé értéktartomdanya, azaz ,azoknak az
argumentumoknak az 6sszessége, amelyekre a fliiggvénynek van
értéke”.

A predikativitds biztositdsa a tipuselmélet segitségével torténik.
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Egyszerl és elagaztatott tipuselmélet

A tipusokba osztds mindig egy adott elmélethez/sz6veghez
viszonyitando.
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Egyszerl és elagaztatott tipuselmélet

A tipusokba osztds mindig egy adott elmélethez/sz6veghez
viszonyitando.

Egyszer( tipuselmélet:

@ A hierarchia alapja: a 0 tipusu valtozdk lehetséges értékei
individuumok egy nem-iires osztalyaban vannak.
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Egyszerl és elagaztatott tipuselmélet

A tipusokba osztds mindig egy adott elmélethez/sz6veghez
viszonyitando.

Egyszer( tipuselmélet:

@ A hierarchia alapja: a 0 tipusu valtozdk lehetséges értékei
individuumok egy nem-iires osztalyaban vannak.

@ 1 tipus: individuumok osztalyai. Ezeket ¢ (x) propozicionalis

fliggvényekkel (nyitott mondatokkal) definidljuk, amelyek O
tipust valtozokat tartalmazhatnak.
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o 2 tipus: individuumok osztalyainak osztalyai, stb.

Nem kielégit6, mert ¢-ben el6fordulhatnak kotott valtozok, és VCP
szerint ezeknek is alacsonyabb tipusba kell tartozniuk, mint ¢.
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Egyszerl és elagaztatott tipuselmélet

A tipusokba osztds mindig egy adott elmélethez/sz6veghez
viszonyitando.

Egyszer( tipuselmélet:

@ A hierarchia alapja: a 0 tipusu valtozdk lehetséges értékei
individuumok egy nem-iires osztalyaban vannak.

@ 1 tipus: individuumok osztalyai. Ezeket ¢ (x) propozicionalis
fliggvényekkel (nyitott mondatokkal) definidljuk, amelyek O
tipust valtozokat tartalmazhatnak.

o 2 tipus: individuumok osztalyainak osztalyai, stb.

Nem kielégit6, mert ¢-ben el6fordulhatnak kotott valtozok, és VCP
szerint ezeknek is alacsonyabb tipusba kell tartozniuk, mint ¢.

Elagaztatott tipuselmélet: A tipusokat természetes szamok
csokkend sorozataval reprezentalhatjuk.
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Tipuselméleti aritmetika

Sziikség van egy axidmara, amely biztositja, hogy végtelen sok
individuum (O tipust objektum van). (Végtelenségi axioma)
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Tipuselméleti aritmetika

Sziikség van egy axidmara, amely biztositja, hogy végtelen sok
individuum (O tipust objektum van). (Végtelenségi axioma)

A fenti definicié:

N(n) <> gor V(0 (0) A ¥x(p(x) = p(x))) = (n))
definidlja a t tipusd természetes szamokat, amennyiben a
rakovetkezés-fliggvény a t tipust sajat magaba képezi és ¢ egy

t-nél magasabb tipusba tartozik. Elt{inik az impredikativitds, mert
N magasabb tipusba fog tartozni, mint ¢.
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Tipuselméleti aritmetika

Sziikség van egy axidmara, amely biztositja, hogy végtelen sok
individuum (O tipust objektum van). (Végtelenségi axioma)

A fenti definicio:
N(n) <= g6 Yo ((¢(0) A Vx(p(x) = 9(x))) = ¢(n))

definidlja a t tipusd természetes szamokat, amennyiben a
rakovetkezés-fliggvény a t tipust sajat magaba képezi és ¢ egy
t-nél magasabb tipusba tartozik. Elt{inik az impredikativitds, mert
N magasabb tipusba fog tartozni, mint ¢.

Probléma: a szdm definicidjat nem tudjuk haszndlni a szokasos
induktiv bizonyitasokban, mert azok a tulajdonsagok, amelyek
bizonyitdsara indukciét hasznalnank, magasabb tipusba tartoznak,
mint .
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Reducibilitas

Russell megoldésa: a reducibilitas.
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Reducibilitas

Russell megoldésa: a reducibilitas.

¢ x-nek predikativy,,...; fliggvénye (jelolés: ¢!x), ha ¢ kotott
valtozo6i (amennyiben vannak) ugyanolyan, vagy alacsonyabb
tipusdak, mint x.
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Reducibilitas

Russell megoldésa: a reducibilitas.

¢ x-nek predikativy,,...; fliggvénye (jelolés: ¢!x), ha ¢ kotott
valtozo6i (amennyiben vannak) ugyanolyan, vagy alacsonyabb
tipusdak, mint x.

Reducibilitdsi axiéma: Minden fiiggvény egybeesik terjedelmileg
egy predikativ fiiggvénnyel.
A fenti program megvaldsitdsa, azaz a matematika (természetes és

valos szamok aritmetikdja, geometria mint koordindtageometria)
formalizdlasa a tipuselméleti logika keretében:

Mété Andrés Russell, Ramsey



Reducibilitas

Russell megoldésa: a reducibilitas.

¢ x-nek predikativy,,...; fliggvénye (jelolés: ¢!x), ha ¢ kotott
valtozo6i (amennyiben vannak) ugyanolyan, vagy alacsonyabb
tipusdak, mint x.

Reducibilitdsi axiéma: Minden fiiggvény egybeesik terjedelmileg
egy predikativ fiiggvénnyel.
A fenti program megvaldsitdsa, azaz a matematika (természetes és

valos szamok aritmetikdja, geometria mint koordindtageometria)
formalizdlasa a tipuselméleti logika keretében:

Russell-Whitehead: Principia Mathematica I-1II. (1. kiad.: 1910,
11, 13).
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Frank Plumpton Ramsey (1903-1930)

Matematikus
Alapvet6 munkak a matematikai logikaban, kombinatorikaban,
kozgazdasdgtanban, metafizikdban
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Ramsey programja
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Ramsey programja

,,The Foundations of Mathematics”, 1925

Mété Andras Russell, Ramsey



Ramsey programja

,,The Foundations of Mathematics”, 1925

Cél: a matematika rekonstrukciéja (tipuselméleti) logikai keretek
kozott, a Principia Mathematica rendszerét kijavitva.
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Ramsey programja

,,The Foundations of Mathematics”, 1925

Cél: a matematika rekonstrukciéja (tipuselméleti) logikai keretek
kozott, a Principia Mathematica rendszerét kijavitva.

A Principia Mathematica ellen a f6 ellenvetés: a reducibilitdsi
axioma.
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Ramsey programja

,,The Foundations of Mathematics”, 1925

Cél: a matematika rekonstrukciéja (tipuselméleti) logikai keretek
kozott, a Principia Mathematica rendszerét kijavitva.

A Principia Mathematica ellen a f6 ellenvetés: a reducibilitdsi
axioma.

Filozofiai alap: Wittgenstein Logikai-filozdfiai értekezése,
mindenekel6tt az a tézis, hogy minden propozicié atomi
propozicidk igazsagfiiggvénye (ahol az igazsagfiiggvény fogalmat
altalanositjuk végtelen sok argumentumra).
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Ramsey programja

,,The Foundations of Mathematics”, 1925

Cél: a matematika rekonstrukciéja (tipuselméleti) logikai keretek
kozott, a Principia Mathematica rendszerét kijavitva.

A Principia Mathematica ellen a f6 ellenvetés: a reducibilitdsi
axiéma.

Filozofiai alap: Wittgenstein Logikai-filozdfiai értekezése,
mindenekel6tt az a tézis, hogy minden propozicié atomi
propozicidk igazsagfiiggvénye (ahol az igazsagfiiggvény fogalmat
altalanositjuk végtelen sok argumentumra).

Azon feliil, hogy a matematika visszavezethet6 a logikara, a
logicizmus masik alapvet6 elve, hogy az aritmetika szamai
ugyanazok a szamok, mint amelyeket a mindennapi életben
szdmoldsra haszndlunk, ezért az aritmetikai kifejezések nem
egyszerlien tartalom nélkiili szimbdélumok (hanem a vilagrdl szolé
tényallitasok kifejezésére szolgalnak). Kritika a formalizmussal
szemben.
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények

Atomi propozicié: egy mindség vagy reldcié ¢ nevét
osszekapcsoljuk megfelel6 szamu individuum nevével.
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények
Atomi propozicié: egy mindség vagy reldcié ¢ nevét
osszekapcsoljuk megfelel6 szamu individuum nevével.

Ha n atomi propozicidnk van, akkor 2" igazsag-lehet6séggel kell
szamolnunk.
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények
Atomi propozicié: egy mindség vagy reldcié ¢ nevét
osszekapcsoljuk megfelel6 szamu individuum nevével.

Ha n atomi propozicidnk van, akkor 2" igazsag-lehet6séggel kell
szamolnunk.

Ha az atomi propozicidk egy & végtelen halmazt alkotnak, akkor
% minden részhalmaza egy igazsag-lehetGséget reprezental.
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények
Atomi propozicié: egy mindség vagy reldcié ¢ nevét
osszekapcsoljuk megfelel6 szamu individuum nevével.

Ha n atomi propozicidnk van, akkor 2" igazsag-lehet6séggel kell
szamolnunk.

Ha az atomi propozicidk egy & végtelen halmazt alkotnak, akkor
% minden részhalmaza egy igazsag-lehetGséget reprezental.

Egy propozicié & igazsagfiiggvénye, hha &
igazsdg-lehetdségeinek egy halmazdval vald egyetértést fejez ki.

Propozicionalis fiiggvény: egy fx alaku kifejezés, hha x helyére egy
megfelel6 tipusd nevet helyettesitve fx-be propoziciot kapunk.
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Propoziciok, igazsagfliggvények és propozicionalis

fliggvények
Atomi propozicié: egy mindség vagy reldcié ¢ nevét
osszekapcsoljuk megfelel6 szamu individuum nevével.

Ha n atomi propozicidnk van, akkor 2" igazsag-lehet6séggel kell
szamolnunk.

Ha az atomi propozicidk egy & végtelen halmazt alkotnak, akkor
% minden részhalmaza egy igazsag-lehetGséget reprezental.

Egy propozicié & igazsagfiiggvénye, hha &
igazsdg-lehetdségeinek egy halmazdval vald egyetértést fejez ki.

Propozicionalis fiiggvény: egy fx alaku kifejezés, hha x helyére egy
megfelel6 tipusd nevet helyettesitve fx-be propoziciot kapunk.

Az 6sszes propozicidnak, amelyet fx-bdl helyettesitéssel kapunk,
Vxf(x) a logikai szorzata [konjunkcidja], Ixf(x) a logikai 6sszege
[disujunkcidja]. Tehat ezek igazsagfiiggvények.
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A matematika és a tautoldgiak

Egy propozicié tautolégia, hha az 6sszes igazsag-lehet6ség
halmazaval valé egyetértést fejez ki; ellentmondads, ha az iires
halmazzal valé egyetértést.
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A matematika és a tautoldgiak

Egy propozicié tautolégia, hha az 6sszes igazsag-lehet6ség
halmazaval valé egyetértést fejez ki; ellentmondads, ha az iires
halmazzal valé egyetértést.

Két propoziciondlis szimbdlum ugyanannak a propozicidnak a
példanya, ha igazsag-lehet6ségeknek ugyanazzal a halmazaval
valé egyetértést fejez ki.
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A matematika és a tautoldgiak

Egy propozicié tautolégia, hha az 6sszes igazsag-lehet6ség
halmazaval valé egyetértést fejez ki; ellentmondads, ha az iires
halmazzal valé egyetértést.

Két propoziciondlis szimbdlum ugyanannak a propozicidnak a
példanya, ha igazsag-lehet6ségeknek ugyanazzal a halmazaval
valé egyetértést fejez ki.

A logicista tézis djrafogalmazdsa: A matematikanak tautolégiakbol
kell allnia (vagy ezek formajaban kell rekonstrudlni).
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A reducibilitasi axiéma nem tautolégia. Ha igaz, akkor egy
empirikus tény a vilagrol.
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A matematika és a tautoldgiak

Egy propozicié tautolégia, hha az 6sszes igazsag-lehet6ség
halmazaval valé egyetértést fejez ki; ellentmondads, ha az iires
halmazzal valé egyetértést.

Két propoziciondlis szimbdlum ugyanannak a propozicidnak a
példanya, ha igazsag-lehet6ségeknek ugyanazzal a halmazaval
valé egyetértést fejez ki.

A logicista tézis djrafogalmazdsa: A matematikanak tautolégiakbol
kell allnia (vagy ezek formajaban kell rekonstrudlni).

A reducibilitasi axiéma nem tautolégia. Ha igaz, akkor egy
empirikus tény a vilagrol.

Egy tovabbi alapvetd tézis: a matematika lényegileg extenzionalis.
Pl. halmazok ekvivalenciaja azt jelenti, hogy van kozottitk
kolesonosen egyértelmti leképezés, és ez fliggetlen attdl, hogy a
leképezést ki tudjuk-e fejezni/tudjuk-e definidlni.
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A paradoxonok felosztdsa
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A paradoxonok felosztdsa

Logikai paradoxonok:
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Logikai paradoxonok:

@ Osztalyok, amelyek nem elemei 6nmaguknak
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A paradoxonok felosztdsa

Logikai paradoxonok:
@ Osztalyok, amelyek nem elemei 6nmaguknak

@ Burali-Forti: a legnagyobb rendszam
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Szemantikai paradoxonok:
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A paradoxonok felosztdsa

Logikai paradoxonok:
@ Osztalyok, amelyek nem elemei 6nmaguknak

@ Burali-Forti: a legnagyobb rendszam

Szemantikai paradoxonok:
@ A hazug
@ Richard paradoxona a definidlhaté valés szamokrdél

@ A heterologikus-paradoxon (lasd aldbb egy egzakt
megfogalmazasat)

A szemantikai paradoxonok a ,jelentés” [denotdlds, jelolés]
fogalman alapulnak, és ezért irrelevansak a matematika
szempontjabol. A logikai paradoxonok ellenben csak logikai és
matematikai fogalmakra épiilnek és azt mutatjak, hogy valamit
elrontottunk a logikaban (ill. matematikaban).
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A PM gy tekinti, hogy minden halmazt propozicionalis fiiggvény
definial. Ellenvetés: 1d. fent a halmaz-ekvivalenciarél mondottakat
Semmi nem biztositja, hogy minden halmaz kifejezet6
propoziciondlis fliggvénnyel. A halmazok fiiggetlenek attdl,
hogyan tudjuk kifejezni éket.
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Els6 rész: a propozicionalis fiiggvények nem lehetnek sajat maguk
argumentumai. Egyes fiiggvények individuumok fiiggvényei,
madsok individuumok fiiggvényeinek fiiggvényei, stb. Ez a(z
egyszer(i) tipusok hierarchiaja.

Mété Andrés Russell, Ramsey



Principia Mathematica — egyetértés és kritika

A PM gy tekinti, hogy minden halmazt propozicionalis fiiggvény
definial. Ellenvetés: 1d. fent a halmaz-ekvivalenciarél mondottakat
Semmi nem biztositja, hogy minden halmaz kifejezet6
propoziciondlis fliggvénnyel. A halmazok fiiggetlenek attdl,
hogyan tudjuk kifejezni éket.

A PM a tipuselmélet segitségével keriili el a paradoxonokat. De ez
feloszthatd két részre, a paradoxonok felosztasanak megfelelGen.

Els6 rész: a propozicionalis fiiggvények nem lehetnek sajat maguk
argumentumai. Egyes fiiggvények individuumok fiiggvényei,
madsok individuumok fiiggvényeinek fiiggvényei, stb. Ez a(z
egyszer(i) tipusok hierarchiaja.

Vitan feliil helyes, és elegend6 a logikai paradoxonok
elkeriiléséhez.
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A rendek hierarchidja

Masodik rész:

o Elemi propozicidk: véges szamu atomi propozicid
igazsagfiiggvényei.

o Elemi (predikativy,,;) fliggvények: a fiiggvényértékek elemi
propoziciok.

o Elsérendt fiiggvények: az elemi fliggvényekbdl jonnek 1étre
kvantifikaciéval (individuum- és elemi fiiggvényvaltozdkra).

@ Masodrendi fiiggvények: kvantifikdcioval elsérendii
fliggvény-valtozdkra. Stb.

A rendeknek ez a hierarchiaja elkeriili a szemantikai
paradoxonokat.

De akadalyoz fontos matematikai eljarasokat és érveléseket
(Dedekind-szelet, indukcid). Ezért van Russellnek sziiksége a
reducibilitdsi axiémara.
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