Vizsga (2007. 12. 20.) - Kérdések + rovid valaszok
(Godel)

1.

(A) Tekintsiik az aritmetika egy tetszéleges mondatéat. Ez a mondat, mivel a
természetes szamokrol allit valamit, vagy igaz, vagy hamist, hiszen vagy
fennall, amit allit, vagy nem. Mds széval, vagy a széban forgé mondat,
vagy a negaltja, igaz. Mdarpedig, ha ez igy van, akkor a Godel els6 nem-
teljességi tétele miatt azt mondhatjuk, hogy van az aritmetikdnak olyan
igaz mondata, melyet az aritmetika axiémdibol nem tudunk levezetni.

(B) Godel els6 nem-teljességi tételébdl kovetkezik, hogy van az aritmetika-
nak olyan mondata, hogy sem & sem a negaltja nem bizonyithat6. Fr-
telmetlen dolog azonban azt mondani, hogy ez a mondat a természetes
szamokrol allit valamit, és ez az allitds vagy igaz, vagy hamis, abban az
értelemben, hogy amit 4llit, vagy fennall, vagy nem.

A fenti két gondolatmenet koziil melyiket sorolnd a formalista és melyiket a
platonista irdnyzathoz? (Két mondatos indoklast is adjon!)

(5 perc)

Vilasz. Az (A) platonista, a (B) formalista. (A) feltételezi, hogy az aritme-
tika a ,,szdmokrol” szol, mint valamilyen platéni vildgban 1étezé entitdsokrol,
s ezért a dolgok vagy igy, vagy tigy dllnak ebben a vildgban. (B) ezzel szemben
ilyet nem tételez fel.

5 perc

2

Van-e valamilyen hasonlésdg a meta-matematikai elméletek és a fizikai elmé-
letek kozott? (Ha igen, akkor mi?)

Viélasz. Van. Mindkettének a szerkezete egy (L, S), ahol L egy formalis nyelv,
S pedig egy az elmélet targyat alkoté dolgokra mutaté szemantika. Tehat
mindkettd sz6l valamirdl. Ennek megfelel6en, mindkét elmélet hasonlé episz-
temoldgiai stdtuszi. Az L-ben értelmezett formadlis levezetthet6ségen (Igazsag)
tdl, az S szemantikan Keresztiil, 1étezik a mondatoknak egy jelentésiikb&l szar-
mazo igazsiga (Igazsagy) is.

3
Mit neveziink bizonyitasnak?

5 perc
Valasz. Bizonyitas az adott formdlis rendszer formuldinak egy véges soro-
zata, amelyre igaz, hogy a sorozat minden eleme vagy axiéma, vagy a két

kovetkeztetési szabaly valamelyikével kovetkezik a sorozatban kordbban sze-
replé formulakbol.



4
Ezek itt az aritmetika axiémai:

(A1) = (0 = sx)
(A2) (sx =sy) — (x =y)

(A3)x +0 = x
(Ad) x+sy =s(x+y)
(A5)x-0=0

(A6)x-sy = (x-y) +x
(A7) (¥(0) AVx ((x) — 9(sx))) — Vayp(x)

Bizonyitsuk be, hogy 1 +1 = 2!

10 perc

Viélasz. A roviditések felolddsaval, amit bizonyitanunk kell: s0 4 s0 = s(s0)

) 0450 =s(s0+0) (Ad)

) s(s0+0) =s(s0) (A3)

(3) s0+s0 =s(s0) (Egyenl6ség axiomaibol (E2) és (MP) )
5

Tegytik fel, hogy az aritmetika konzisztens. Be lehet-e az aritmetika egy tet-
szbleges X formuldjat agy, indirekte bizonyitani, hogy bebizonyitjuk, hogy =X
nem tétel?

5 perc

Valasz. Nem. Ugyanis Godel els6 tételében pontosan azt bizonyitottuk, hogy
az aritmetika nem teljes. (Vagyis létezik olyan X formula, hogy sem &6 sem —X
nem tétel. Tehat ha azt be is latjuk, hogy =X nem tétel, ebbdl nem kovetkezik,
hogy X tétel.)

6

Tekintsiik a kovetkezs két idézetet:

(A) Tétel: {p =, — x,¢} - x
Bizonyitds:
1)¢p — ¢ [feltevés]
)y —x [feltevés]
B)¢ [feltevés]
@y (1), (3),MP]
G)x  [(2),(4), MP]



(B) Tétel: Ha A |= ¢ és A= ¢ — 1p, akkor A = ¢.

Bizonyitds:

Legyen [uq, up, us, .. .] tetszbleges értékelés. A |= ¢ [uy, up,uz,...] és A =
(¢ — ) [ug,up, u3,...]. A teljestilés (implikdcidra vonatkozo) definici6-
janal fogva: vagy A |= = [u1, up, u3, . ..], ami feltevésiink szerint lehetet-
len, vagy A = ¢ [uy,up,u3,...]. Mivel ez tetszGleges értékelésre igaz, a

tételt bebizonyitottuk.
Mi a kiilonbség? Melyik szamit a PC egy tétele bizonyitasanak?
5 perc

Vilasz. Az (A) valoban egy tétele PC-nek. Eleget tesz a 3. kérdésben kérde-
zett definiciénak! Ezzel szemben (B) egy metaelméleti bizonyitds, és nem tesz
eleget ennek a definiciénak. (Természetesen a metaelmélet is lehetne , forma-
lizélva”, tehat lehetne egy rendes (L, S) strukturdju elmélet, de a legkevesebb,
amit akkor mondhatunk, hogy akkor (B) — pontosabban az annak megfelel6
formalizélt bizonyitds — nem PC-ben egy formulasorozat, hanem L-ben. (Hogy
mas, az el6addson megbeszélt episztemoldgiai problémakat ne is emlitsiink!)
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Mit jelent az, hogy egy az aritmetikdrdl sz616 meta-elméleti X mondatot repre-
zentdl egy 9(X) formula az aritmetikdban?

5 perc
Valasz. Azt, hogy kielégiti a kovetkezo feltételt:
{aritmetika} - ¢(X)  ha X igaz 1)
{aritmetika} - =9(X)  ha X hamis

8
Kommentilja az aldbbi két allitast:

(A) Pf(x,y,z) azt a meta-elméleti mondatot reprezentdlja az aritmetikdban,
hogy ,x azon formulasorozat Godel-szdma, amely bizonyitdsa annak a
formuldnak, melyet az y Godel-szamu, egy szabad valtozés formulabdl
nyertiik, Ggy, hogy a valtozé helyére a z szdmot helyettesitettiik.”

Jelolje ¢ a =3xPf(x,y,y) formula Godel-szamat.

(B) —=3xPf(x,g,g) azt a meta-elméleti mondatott reprezentdlja az aritmetika-
ban, hogy ,Nem bizonyithat6 az a formula, melyet Ggy kapunk, hogy
a g Godel-szdmd, egy szabad valtozos formuldban a valtozo helyére a g
szdmot helyettesitjiik.”

10 perc

Vilasz. (A) éllitas helyes, mert Pf(x,y,z) val6ban teljesiti a (1) feltételt PfM(x,y, z)-
re nézve. (B) éllitds azonban helytelen, mert —3xPf(x, g, g) — ,intuitiv olva-
sata” ellenére — nem teljesiti ezt a feltételt. (Lasd 88. oldal.)



